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Résumé

Ce mémoire est consacré à l�étude de l�existence et de la non-existence de cycles limites

pour les équations di¤érentielles ordinaires.

Dans la première partie, nous appliquons la méthode de moyennisation du premier et du

second ordre pour la détermination des cycles limites qui bifuquent des orbites périodiques

du centre linéaire
:
x = y;

:
y = �x perturbées par des équations di¤érentielles ordinaires.

Dans la deuxième partie, nous utilisons la méthode du facteur intégrant inverse pour la

non-existence de cycles limites des systèmes di¤érentiels du second ordre. Notre travail

est illustré par des applications.

Mots clé : Cycle limite, méthode de moyennisation, système di¤érentiel, solution péri-

odique, facteur intégrant inverse, divergence.



Abstract

This thesis is devoted to the study of the existence and non-existence of limit cycles

for ordinary di¤erential equations.

In the �rst part, we apply the method of averaging of the �rst and the second order for

the determination of the limit cycles which bifucate from the periodic orbits of the linear

center
:
x = y;

:
y = �x perturbed by ordinary di¤erential equations.

In the second part, we use the inverse integrating factor method for the non-existence of

limit cycles of second-order di¤erential systems. Our work is illustrated by applications.

Key words : Limit cycle, averaging method, di¤érential system, periodic solution, inverse

integrating factor, divergence.



 
 
 

 
    

 ملخص

  . العادية  ضليةالتفا معادلاتلل حدودية دورات وجود وعدم وجود لدراسة مكرسة  هذه ستي  الما رسالة

   الدوارات الحدودية لتحديد والثانية الأولى الدرجة من  المتوسط طريقة نستخدم الأول، الجزء ف   
 من تنشأ الت 

ẋ   الخط   للمركز  الدورية المدارات = y, ẏ = −xالعادية.   التفاضلية المعادلات من المضطربة 

  
، الجزء ف   

   حدودية دورات وجود لعدم المعكوس التكامل عامل طريقة نستخدم الثان 
 من العادية التفاضل أنظمة ف 

 تطبيقات.  خلال من عملنا توضيح يتم   .الثانية الدرجة

، نظام المتوسط، طريقة حدودية، دورة : المفتاحية الكلمات  . تباعد  المعكوس، التكامل عامل دوري، حل تفاضل 
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Introduction

Introduction

La première apparition des équations di¤érentielles remonte à l�année 1638 quand Flo-

rimond Debeaune (1601�1652) propose deux problèmes géométriques sur la construction

des courbes à partir des propriétés de la tangente. La terminologie équation di¤érentielle

a été utilisée en 1676 par Leibnitz pour désigner une relation entre les di¤érentielles dx

et dy de deux quantités variables x et y. A leur début, les équations di¤érentielles sont

étroitement associées à la résolution des problémes géométriques, à la physique newtoni-

enne ( dynamique du point, mouvements des planètes) et à la formalisation du calcul

di¤érentiel et intégral. Elles deviennent rapidement un instrument e¢ cace d�analyse des

phénomènes de la nature et une source de questionnements au sujet des concepts mathé-

matiques comme celui de fonction. A base d�équations di¤érentielles nous pouvons générer

un système d�équations qui nous appelons un système dynamique.

La théorie des systèmes dynamiques est nèe avec l�ètude du mouvement des planètes

en astronomie au 15éme siècle. Les mathématiciens développent cette théorie à l�aide

de méthodes analytiques, elle a pour objet de modéliser les processus qui évoulent dans

le temps et de pouvoir ainsi étudier leurs comportement. Ces processus peuvent être

des phènomènes physiques, biologiques, économiques, et �nanciers aussi. Un système

dynamique est fondamentalement ce que l�on appelle un « espace des phases » ou «

espace des états » , c�est-à-dire l�espace de tous les états possibles du système considéré,

muni d�une équation d�évolution qui décrit l�évolution temporelle de l�état du système.

La théorie des systèmes dynamiques cherche à comprendre les propriétés qualitatives et

statistiques de l�évalutions à long terme d�un système dynamique, et plus particulièrement

la notion de stabilité. Si l�étude des systèmes dynamiques en temps discret possède de

nombreux intérêts, la plupart des phènomènes physiques nécessaitent d�étudier le cas

d�un système dynamique en temp continu. L�étude de ces systèmes se décrire en quelques

étapes, la première est la recherche des points d�équilibres ( c�est-à-dire les solutions

stationnaires). Ensuite, on étudie la stabilité autour de ces points d�équilibres.

Dans l�étude des systèmes dynamiques, le coucept "Cycle limite" fut introduit par le

mathématicien Henri Poincarré dans son second mémoire " Sur les courbes dé�nies par
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Introduction

une équation di¤érentielle " en 1882. Nous rappelons qu�un cycle limite est une orbite

périodique isolée dans l�ensemble de toutes les solutions périodiques.

Une méthode classique pour produire des cycles limites est de perturber un système qui

a un centre. La notion d�un centre a été défnie par Poincaré comme étant un point isolé

singulier entouré par des orbites périodiques.

Les chercheurs ont donnés cinq méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bi-

furquant des orbites périodiques ayant un centre :

- La première méthode est basée sur l�application de retour de Poincaré.

- La deuxième méthode est basée sur l�intégrale de Poincaré Melnikov.

- La troisième est basée sur l�intégrale Abélienne.

- La quatrième est la méthode de facteur intégrant inverse.

- La cinquième est la méthode de moyennisation.

Les deux dernières méthodes sont parmi les techniques de calcul utile utilisées actuellement

dans l�étude des cycles limites des systèmes dynamiques. La méthode de moyennisation

elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 et Bogoliubov et Mitropolskii 1961.

Elle a été ensuite développée par Verhulst, Sanders et Verhulst, Malkin en 1956, Roseau en

1966, Llibre et Buica en 2004. Par contre la relation entre les cycles limites des systèmes

di¤érentiels planaires et le facteur intégrant inverse a été montrée pour la première fois

dans un article de Giacomini, Llibre et Viano paru en 1996. A partir de ce moment, de

nombreux articles de recherche sont consacrés à l�étude des propriétés du facteur intégrant

inverse et sa relation avec les cycles limites et leurs bifurcations.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres qui exposent le travail réalisé.

� Le premier chapitre: Notions préliminaires.

Dans ce chapitre nous introduisons les dé�nitions nécessaires pour ce travail. Nous rap-

pelons également quelques notions préliminaires sur les équations di¤érentielles et les

systèmes dynamiques.

� Le deuxième chapitre: Méthode de moyennisation.

Ce chapitre présente la théorie de moyennisation du premier et du second ordre pour

la recherche des cycles limites des systèmes di¤érentiels avec quelques exemples de cette

méthode.

2



Introduction

� Le troisième chapitre: Les cycles limites pour une classe d�équations di¤éren-

tielles du second ordre.

Ce chapitre est consacré a la recherche de cycles limites pour une classe d�équations

di¤érentielles du second ordre.

� Le quatrième chapitre: La méthode de facteur intégrant inverse pour la non-

existence des cycles limites

L�objectif de ce chapitre est d�utiliser le facteur intégrant inverse pour fournir des critères

de non-existence des cycles limites pour les systèmes di¤érentiels planaires.

3



CHAPITRE

1 Notions Préliminaires

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour l�étude qualitative des

systèmes dynamiques et des équations di¤érentielles ordinaires.

1.1 Equation di¤érentielle

1.1.1 Di¤érents types d�équations

Dé�nition 1.1.1 Une équation di¤érentielle ordinaire, également notée EDO, d�ordre n

est une relation entre la variable réelle t, une fonction inconnue t 7! x(t) et ses dérivées

x0; x00; ::; x(n) au point t dé�nie par

F (t; x; x0; x00; ::; x(n)) = 0;

où F n�est pas indépendante de sa dernière variable x(n). On prendra t dans un intervalle

I de R (I peut être R tout entier).

On dit que cette équation est scalaire si F est à valeurs dans R.

Dé�nition 1.1.2 On appelle une équation di¤érentielle normale d�ordre n toute équation

de la forme

x(n) = f(t; x; x0; :::; x(n�1)):

Dé�nition 1.1.3 On appelle une équation di¤érentielle autonome d�ordre n toute équa-

tion de la forme

x(n) = f(x; x0; x00; :::x(n�1)):

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

4



1.2. Théorème de Cauchy-Lipschitz

Remarque 1.1.1 Les équations autonomes sont très importantes pour la recherche des

solutions stationnaires et leur stabilité.

1.1.2 Solution de l�équation di¤érentielle

Dé�nition 1.1.4 On appelle solution (ou intégrale) d�une équation di¤érentielle d�ordre

n sur un certain intervalle I de R, toute fonction x(t) dé�nie sur cet intervalle I, n fois

dérivable en tout point de I et qui véri�e cette équation di¤érentielle sur I. On notera

en géneral cette solution (x; I): Intégrer une équation di¤érentielle consiste à déterminer

l�ensemble de ses solutions.

Dé�nition 1.1.5 On appelle courbe intégrale l�ensemble des points (t; x(t)) où t parcourt

I. Autrement dit, si x est à valeurs dans Rn, la courbe intégrale est un ensemble de points

de Rn+1.

1.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz

1.2.1 Problème de Cauchy

Dé�nition 1.2.1 Soit U un ouvert de R� Rn et f : U �! Rn une fonction. Etant

donné une équation di¤érentielle du premier ordre sous la forme

�
x = f (t; x) ;

pour (t; x (t)) 2 U , et un point (t0; x0) 2 U: Le problème de Cauchy correspondant est la

recherche des solutions x(t) avec x (t0) = x0:

On note le problème de Cauchy de la façon suivante

8<:
�
x = f(t; x)

x(t0) = x0
(1.1)

5



1.3. Stabilité de la solution

Théorème 1.2.1 Soit le problème de Cauchy (1:1) : Supposons que f : U �! Rn est

continue. Soit (t0; x0) 2 U et x(t) une fonction dé�nie sur un intervalle ouvert I contenant

t0 et à valeurs dans Rn: Une fontion x(t) est solution de (1:1) sur I si seulement si:

i. 8t 2 I, (t; x(t)) 2 U ,

ii. x(t) est continue sur I,

iii. 8 t 2 I; x(t) = x0 +
R t
t0
f (s; x(s)) ds:

1.2.2 Existence et unicité de la solution

Théorème 1.2.2 ( Cauchy-Lipschitz)

Soit f 2 C(U;Rn); où U est un ouvert de R� Rn; et (t0; x0) 2 U . Supposons que f soit

lipschitzienne par rapport à sa variable x sur un voisinage de (t0; x0) c�est-à-dire qu�il

existe un voisinage de (t0; x0) dans U et L > 0; tel que pour tous (t; x) et (t; y) dans ce

voisinage on a

kf(t; x)� f(t; y)k � L: kx� yk :

Alors, on a les proprités suivantes :

1. Il existe un T > 0 et x 2 C1([t0 � T; t0 + T ] ; J) solution du problème de Cauchy

(1:1) :

2. Si y est une autre solution du problème de Cauchy (1:1), elle coïncide avec x sur un

intervalle d�intérieur non vide inclus dans [t0 � T; t0 + T ].

3. Si de plus f est de class Ck avec k � 1, alors x est de Ck+1:

1.3 Stabilité de la solution

Dé�nition 1.3.1 Soit le problème à valeur initiale (1:1): Supposons que f satisfait les

conditions du théorème d�existence et d�unicité de la solution.

6



1.3. Stabilité de la solution

Une solution �(t) du système (1:1) véri�ant �(t0) = �0 est dite stable au sens de Lyapunov

si pour toute solution x(t) de (1:1) véri�ant x(t0) = x0 on a :

8" > 0;9� > 0 : kx(t0)� �0k < � =) kx(t)� �(t)k < "; 8t � t0:

De plus si

lim
t!+1

kx(t)� �(t)k = 0;

alors la solution �(t) est dite asymptotiquement stable.

Remarque 1.3.1 Une solution �(t) qui n�est pas stable est dite instable.

Exemple 1.3.1 Soit le problème de Cauchy suivant8<:
�
x = �x+ 3

x(0) = 3:

La solution de ce problème pour x(0) = 3 est �(t) = 3. On a aussi la solution générale

pour la condition x(0) = x0 est donnée par

x(t) = (x0 � 3):e�t + 3:

Puisque

kx(t)� �(t)k =
(x0 � 3):e�t + 3� 3

=
(x0 � 3):e�t

� kx0 � 3k < �;

alors, pour que la solution �(t) soit stable, il su¢ t de prendre � = ":

De plus, on a

lim
t!+1

kx(t)� �(t)k = lim
t!+1

(x0 � 3):e�t = 0;
d�ici la solution �(t) est asymptitoquement stable.

Remarque 1.3.2 Il est possible que la solution �(t) soit non bornée et stable et même

asymptotiquement stable. De même il est possible que la solution soit bornée et non stable.

7



1.4. Système dynamique

1.4 Système dynamique

Dé�nition 1.4.1 Un système dynamique est dé�ni par un triplet (D;T; '), constitué

de l�espace d�état D, de domaine temporel T et d�une fonction de transition d�état ' :

D � T ! D; qui possède la propriété suivante pour tout x 2 D et t1; t2 2 T :8<: '(x; 0) = x;

'('(x; t1); t2) = '(x; t1 + t2):

On distingue deux grandes catégories de systèmes dynamiques, les systèmes à temps

continu et les systèmes à temps discret.

Si T = R+ ou R, le système est dit à temps continu, et si T = N ou Z, le système est dit

à temps discret.

Système dynamique continu

Dans le cas général, un système dynamique continu peut être représenté par une équation

di¤érentielle de type 8<:
�
x = f(x(t))

x(0) = x0;

où

� f : Rn ! Rn;

� dx(t)
dt
= (dx1(t)

dt
; dx2(t)

dt
; ::::; dxn(t)

dt
)t;

� x(t) = (x1(t); x2(t); :::::::; xn(t))t 2 D � Rn;

permet de dé�nir un système dynamique autonome à temps continu (D;R+; ') où ' est

la solution de ce système.

Si la fonction f est une fonction de l�état x(t) et de la variable du temps t c�est-à-dire
dx(t)
dt
= f(t; x(t)), on dit que le système dynamique est non autonome .
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1.4. Système dynamique

Système dynamique discret

Dans le cas général un système dynamique discret est décrit par un système d�équations

aux di¤érences �nies, autrement dit, par une récurrence .

Dé�nition 1.4.2 On appelle système dynamique discret autonome d�ordre 1, l�équation

aux di¤érences suivante 8<: xt+1 = f(xt)

x(0) = x0
; t 2 N:

Où

� f : Rn ! Rn: une fonction di¤érentiable,

� x0 2 D � Rn: valeur initiale,

� xt 2 D : vecteur des états du système.

Remarque 1.4.1 Dans ce travail nous intéréssons aux systèmes dynamiques autonomes

et à temps continu du type

:
x = f(x); x 2 D � Rn:

Exemple 1.4.1 Soit le système di¤érentiel suivant8>>><>>>:
�
x1 = x1
�
x2 = 2x2
�
x3 = �3x3:

La solution générale est donnée par :8>>><>>>:
x1(t) = c1:e

t

x2(t) = c2:e
2t

x3 (t) = c3:e
�3t;

d�où le système dynamique dé�ni pas le système précédent est l�application ' : R� R3 �!

R3 donnée par

'(t; c) =

26664
et 0 0

0 e2t 0

0 0 e�3t

37775 c:

9



1.5. Flot d�une équation di¤érentielle

1.5 Flot d�une équation di¤érentielle

Dé�nition 1.5.1 Considérons le système non linéaire

:
x = f(x); (1.2)

avec f 2 C1 (E) et E un sous ensemble ouvert de Rn:

Pour x0 2 E; soit '(t; x0) la solution de (1:2) avec la condition initiale x(0) = x0 dé�nie

sur son intervalle maximale d�existence I(x0): Alors pour t 2 I(x0); l�ensemble des appli-

cations 't : Rn ! Rn dé�nies par 't(x0) = '(t; x0) s�appelle le �ot du système (1:2) :

Remarque 1.5.1 Le �ot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps.

Sinon il est dit non autonome.

Exemple 1.5.1 Considérons l�équation di¤érentielle

:
x =

1

x

avec f(x) = 1
x
2 C(E) et E = fx 2 R / x > 0g.

La solution de cette équation avec la condition initiale x(0) = x0 est donnée par

'(t; x0) =
q
2t+ x20;

sur son intervalle maximal I(x0) =]
�x20
2
;+1[: D�où l�ensemble des applications 't : R+ !

R+ dé�ni par

't(x0) = '(t; x0) =
q
2t+ x20

est appelé le �ot du système précédent.

1.6 Point d�équilibre

Dé�nition 1.6.1 On appelle point critique ou point d�équilibre du système (1:2), le point

x� 2 Rn tel que

f(x�) = 0:

Remarque 1.6.1 Un point qui n�est pas critique est dit régulier.
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1.7. Linéarisation des systèmes dynamiques

1.7 Linéarisation des systèmes dynamiques

Dé�nition 1.7.1 Soit x� un point critique du système (1:2) : Le système

�
x = Ax (1.3)

où

A =

�
@fi
@xj

(x�)

�
= Df (x�) ;

avec 1 � i; j � n; est appelé le système linéarisé de (1:2) en x�:

Dé�nition 1.7.2 On appelle point critique hyperbolique de (1:2) ; le point x� tel que

Df(x�) n�a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

Remarque 1.7.1 La linéarisation d�un système di¤érentiel nous amène à l�étude de la

nature des points d�équilibres .

1.8 Classi�cation des points d�équilibres

1.8.1 Cas 1: Système linéaire

Dé�nition 1.8.1 Considérons le système linéaire (1:3)

�
x = Ax

où A est une matrice constante inversible d�ordre 2.

Soient �1 et �2 les valeurs propres de cette matrice: On distingue les di¤érents cas selon

les valeurs propres �1 et �2 de la matrice A.

i) Si �1 et �2 sont réelles, non nulles et de même signe.

� Si �1 < �2 < 0; le point x = x� est un noeud stable. (Fig 1:1):

11



1.8. Classi�cation des points d�équilibres

� Si 0 < �1 < �2; le point x = x� est un noeud instable. (Fig 1:2) :

Si �1 = �2 = �; le point x = x� est un noeud propre stable si � < 0; et instable si � > 0:

(Fig 1:3) et (Fig 1:4) :
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1.8. Classi�cation des points d�équilibres
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1.8. Classi�cation des points d�équilibres

ii) Si �1 et �2 sont réelles, non nulles et de signes di¤érents, le point critique x = x� est

appelé selle, il est toujours instable. (Fig 1:5):

iii) Si �1 et �2 sont complexes conjugées c�est-à-dire 8j = 1; 2; �j = �j + i�j avec

Re (�j) 6= 0; alors le point critique x = x� est appelée foyer, il est instable si Re(

�i) > 0 et stable si Re( �i) < 0: (Fig 1:6) et (Fig 1:7) :
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1.8. Classi�cation des points d�équilibres

iv) Si �1 et �2 sont imaginaires pures avec Im (�j) 6= 0 et Re (�j) = 0; alors le point

x = x�est un centre, il est stable mais n�est pas asymptotiquement stable.(Fig 1:8) :
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1.9. Stabilité structurelle

1.8.2 Cas 2: Système non linéaire

Considérons le système non-linéaire (1:2) où x = (x1; :::; xn) et f = (f1; :::; fn) :

Dé�nition 1.8.2 Un point critique x� de (1:2) est appelé puit si toutes les valeurs propres

de la matrice A = Df(x�) ont des parties réelles négatives; Il est appelé source si toutes

les valeurs propres de la matrice A = Df(x�) ont des parties réelles positives; Il est appelé

selle s�il est hyperbolique et si A = Df(x�) a au moins une valeur propre avec une partie

réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

1.9 Stabilité structurelle

Dé�nition 1.9.1 Deux systèmes di¤érentiels

:
x = p(x) (1.4)

et
:
x = q(x) (1.5)

dé�nis sur deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement équivalents, s�il

existe un homéomorphisme h : U �! V tel que h transforme les orbites de (1:4) en celles

de (1:5) et préserve le sens du mouvement.

Théorème 1.9.1 (Hartman-Grobman)

Soit les deux systèmes (1:2) et (1:3). Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont

toutes à partie réelle non nulle, alors il existe un homéomorphisme qui transforme les

orbites du système (1:2) vers celle du système (1:3) dans un voisinage de x�:

Théorème 1.9.2 Si x� est un point d�équilibre hyperbolique de (1:2), alors il existe un

voisinage de ce point dans lequel le système
�
x = f(x) est topologiquement équivalent à son

système linéarisé
�
x = Ax:
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1.10. Stabilité des points d�équilibres

1.10 Stabilité des points d�équilibres

Dé�nition 1.10.1 On dit qu�un point d�équilibre x� est stable, si

8" > 0;9� > 0; kx0 � x�k < � ) k't (x0)� x�k < "; 8t � 0:

Théorème 1.10.1 Soit le système linéaire (1:3):

Le point d�équilibre x� est asymptotiment stable si et seulment si toutes les valeurs propres

de la matrice A = Df(x�) sont de partie réelle strictement négative. Si il existe au moins

une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors le point x� est instable.

Fig 1.9 : Di¤érents types de stabilité

Remarque 1.10.1 L�étude de la stabilité d�un point d�équilibre nous amène à connaître

le comportement des trajectoires voisines de ce point d�équilibre.

Exemple 1.10.1 Soit le système 8<:
�
x = (a� by)x
�
y = (cx� d)y

(1.6)

où a; b; c; d sont des paramètres strictement positifs. Les points d�équilibres (x�; y�) du

système (1:6) sont (0; 0) et
�
d
c
; a
b

�
.

Soit la matrice associée au système linéarisé donnée par
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1.10. Stabilité des points d�équilibres

A = Df(x; y) =

0@ a� by �bx

cy cx� d

1A :
� Pour (x�; y�) = (0; 0), on a

Df(0; 0) =

0@ a 0

0 �d

1A ;
qui possède les valeurs propres �1 = a > 0 et �2 = �d < 0; d�ici (0; 0) est une selle qui

est toujours instable.

� Pour (x�; y�) =
�
d
c
; a
b

�
, on a

Df(
d

c
;
a

b
) =

0@ 0 �bd
c

ac
b

0

1A ;
les valeurs propres de cette matrice sont données par �1 = i

p
ad et �2 = �i

p
ad, d�ici

le point
�
d
c
; a
b

�
est un centre pour le système linéairisé, mais on ne peut rien dire sur la

stabilité du système (1:6).

Dé�nition 1.10.2 Soit 
 un ouvert de Rn contenant 0, et soit V : 
! R une fonction

de classe C1:

1. V est dite dé�nie positive si:

i) V (0) = 0; et

ii) 8u 2 
nf0g; V (u) > 0

2. V est dite dé�nie négative, si �V est dé�nie positive.

3. V est dite semi-dé�nie positive si:

i) V (0) = 0; et

ii) 8u 2 
nf0g; V (u) � 0:

4. V est dite semi-dé�nie négative, si �V est semi-dé�nie positive.
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1.10. Stabilité des points d�équilibres

Théorème 1.10.2 (Théorème de Lyapunov)

Soit le système di¤éreniel (1:1) et soit V (x) une fonction de classe C1:

1. S�il existe une fonction V (x) de signe dé�nie telle que dV
dt
= dV

dx

�
x est semi-dé�nie de

signe inverse de V (x) ou identiquement nulle, alors le point d�équilibre x� est stable.

2. S�il existe une fonction V (x) de signe dé�nie telle que dV
dt
= dV

dx

�
x est dé�nie de signe

inverse de V (x), alors le point d�équilibre x� est asymptotiquement stable.

3. Sur un voisinage de x�; s�il existe une fonction V (x) de signe dé�nie telle que dV
dt
= dV

dx

�
x

est dé�nie de même signe, alors le point d�équilibre x� est instable.

Remarque 1.10.2 Dans le cas (1) V (x) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le

cas (2) V (x) est dite fonction de Lyapunov stricte.

Théorème 1.10.3 Considèrons le système (1:1) : S�il existe une fonction V (x) di¤éren-

tiable dans un voisinage de l�origine tel que V (0) = 0: Si
�
V (x) est dé�nie positive et s�il

existe dans un voisinage de 0 des points lesquels V (x) > 0; alors l�origine est instable.

Exemple 1.10.2 Considérons le système di¤érentiel suivant8<:
�
x = �x3 � y2
�
y = xy � y3:

L�origine (0; 0) est le seul point d�équilibre de ce système. Considérons la fonction de

Lyapunov

V (x; y) =
1

2
x2 +

1

2
y2:

On a que V (0; 0) = 0 et V (x; y) > 0; 8(x; y) 6= (0; 0):

De plus

�
V (x; y) =

dV

dx

�
x+

dV

dy

�
y

= x(�x3 � y2) + y(xy � y3)

= �(x4 + y4):

D�ici
�
V (x; y) est dé�nie négative, alors d�aprés le Théorème (1:10:2); on déduit que le

point d�équilibre (0; 0) est asymptotiquement stable.
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1.11. Plan et portrait de phase

1.11 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.11.1 Soit le système di¤érentiel:8<:
�
x = F (x; y);
�
y = G(x; y);

(1.7)

où (x; y) 2 U � R2:

Un portrait de phase est l�ensemble des trajectoires dans l�espace de phase, en particulier

pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux variables, les

solutions (x(t); y(t)) du système (1:7) représentent dans le plan des courbes appelées

orbites. Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la �gure

complète ainsi que ces points critiques représente le portrait de phase et le plan (xoy) qui

est le plan de phase.

1.12 Orbite périodique et cycle limite

1.12.1 Orbite périodique

Dé�nition 1.12.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire �t(x) de (1:7) ; telle qu�il

existe T > 0; véri�ant

�(t+ T; x) = �(t; x): (1.8)

Le plus petit réel T > 0 qui véri�e (1:8) est appelé période.

Proposition 1.12.1 Toute solution périodique entoure au moins un point d�équilibre.

1.12.2 Cycle limite

Dé�nition 1.12.2 Un cycle limite du système (1:7) est une orbite périodique fermée

isolée dans l�ensemble de toutes les orbites périodiques de ce système, autrement dit au

voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre orbite fermée.

Dé�nition 1.12.3 L�amplitude du cycle limite est la valeur maximale de la variable x:

Remarque 1.12.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes di¤éren-

tiels non linéaires.
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1.13. Stabilité des cycles limites

1.13 Stabilité des cycles limites

Dé�nition 1.13.1 Soit � la trajectoire d�un cycle limite.

1�Si toutes les trajectoires interieures et exterieures s�enroulent autour de � pour t !

+1; le cycle limite est stable ( Fig 1:10).

2�Si toutes les trajectoires interieures et exterieures s�enroulent, toutes en spirale autour

de � pour t! �1; le cycle limite est dit instable (Fig 1:11).

3�S�il existe au voisinage de � des trajectoires convergentes et d�autres divergentes, le

cycle limite est dit semi-stable (Fig 1:12).

Exemple 1.13.1 Soit le système di¤érentiel8<:
:
x = �y + x sin(

p
x2 + y2);

:
y = x+ y sin(

p
x2 + y2):

(1.9)
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1.13. Stabilité des cycles limites

En utilisant les coordonnées polaires (r, �) où x = r cos(�) et y = r sin(�); avec8<:
�
r = x

�
x + y

�
y

r
;

�
� = x

�
y � y

�
x

r2
;

ce système devient 8<:
�
r = r sin(r);
�
� = 1:

On a
�
r = r sin(r) = 0 ) r = n� pour n 2 N�, ce qui implique que les cycles limites du

système (1:9) sont de rayons r = n� avec n = f1; 2; ::::::g:

� Si (2n� 1)� < r < (2n)�; on a �
r < 0) r(t) est décroissante.

� Si (2n)� < r < (2n+ 1)�; on a �
r > 0) r(t) est croissante.

On a aussi

f 0(n�) = sin(n�) + n� cos(n�)

= n�(�1)n:

D�ici tous les cycles limites de rayon (2n + 1)� pour n = f0; 1; 2::::g sont stables et tous

les cycles limites de rayon 2n� pour n = f1; 2::::g sont instables

� Pour n = 1; on a le cycle limite suivant qui est stable (Fig 1:13):

Fig 1.13: Cycle limite stable
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1.14. Cycle limite hyperbolique

1.14 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.14.1 Supposons que le système (1:7) a une orbite périodique (x(t); y(t)) de

période T > 0, et soit

S =

Z T

0

(
@F

@x
+
@G

@y
)(x(t); y(t))dt: (1.10)

On dit que l�orbite périodique est un cycle limite hyperbolique si S 6= 0: De plus si S > 0

(respectivement S < 0), alors le cycle limite est instable (respectivement stable).

Exemple 1.14.1 Soit le système8<:
:
x = y + 3x(x2 + y2);
�
y = �x+ 3y(x2 + y2):

(1.11)

En coordonnées polaires (r, �) où x = r cos(�) et y = r sin(�); le système (1:11) devient8<:
�
r = r(1� r2);
�
� = �1;

d�où
�
r = r(1�r2) = 0) r = �1 ou r = 0: Pour r = 1 et �0 = 0 on a (t) = (cos(t); sin(t));

alors

S =

Z T

0

(
@F

@x
+
@G

@y
)(cos(t); sin(t))dt;

=

Z 2�

0

(�12 sin2(t)� 12 cos2(t) + 6)dt = �12� 6= 0:

Puisque S = �12� < 0; alors le système (1:11) a un cycle limite hyperbolique qui est

stable (Fig 1:14)
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1.15. Système hamiltonien et intégrale première

1.15 Système hamiltonien et intégrale première

Dé�nition 1.15.1 Soit U � R2 un ensemble ouvert et H : U ! R une fonction de classe

C1: Le système 8<:
�
x = @H

@y
;

�
y = �@H

@x
:

(1.13)

est dit un système Hamiltonien:

Dé�nition 1.15.2 Soit U � R2 un ensemble ouvert. Une fonction H : U ! R de classe

Ck avec k = 0; 1; :::;+1 est une intégrale première du système (1:7) dans U; si H est

constante sur chaque solution de ce système et H est non constant sur tout sous-ensemble

ouvert de U: Si k � 1, alors on a

dH

dt
=
@H

@x
F +

@H

@y
G = 0: (1.14)

Exemple 1.15.1 Considérons le système di¤érentiel8<:
�
x = �y + x2 + y2;
�
y = x:

(1.15)

La fonction H(x; y) = (x2 + y2)e�2y est une intégrale première du système (1:15) puisque

@H

@x
F +

@H

@y
G =

@(x2 + y2)e�2y

@x

�
�y + x2 + y2

�
+
@(x2 + y2)e�2y

@y
x

= 2xe�2y(�y + x2 + y2) + (2ye�2y � 2
�
x2 + y2)e�2y

�
x = 0:

1.16 Ensemble connexe et simplement connexe

Dé�nition 1.16.1 Un ensemble U � R2 est connexe s�il n�existe pas une partition de U

en deux ouverts non vides.

Proposition 1.16.1 On dira que un espace topologique (X;O) est cennexe s�il véri�e

l�un des conditions équivalentes suivantes:
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1.17. Bifurcation

1. Si X est une réunion de deux ouverts disjoints, alors l�un de ces deux ouverts est

vide et l�autre égale X.

2. Si X est une réunion de deux fermés disjoints, alors l�un de ces deux fermés est vide

et l�autre égale X:

3. Les seuls ensembles à la fois ouverts et fermés de X sont X lui même et l�ensemble

vide ;:

Dé�nition 1.16.2 Un ensemble U � R2 est dit simplement connexe si toute courbe

fermée simple qui se trouve dans U peut être réduite continûment à un point:

1.17 Bifurcation

Dé�nition 1.17.1 Soit le système suivant

�
x = f(t; x; �) (1.16)

où � est un paramètre: Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x(t)

lorsqu�on modi�e �; et d�une manière plus précise la disparition ou le changement de

stabilité et l�apparition de nouvelles solutions.
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CHAPITRE

2 Méthode de

moyennisation

Nous présentons dans ce chapitre la méthode de moyennisation du premier et second ordre

pour l�existence de cycles limites des systèmes di¤érentiels ordinaires.

Cette méthode donne des conditions pour lesquelles les points d�équilibres du système

moyenné fournissent des cycles limites pour des systèmes di¤érentiels ayant un centre.

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

Ce théorème donne une approximation du premier ordre pour les solutions périodiques

des systèmes di¤érentiels périodiques.

Théorème 2.1.1 On considère les deux problèmes à valeurs initiales8<:
:
x(t) = "F (t; x(t)) + "2G(t; x(t); ")

x(0) = x0;
(2.1)

et 8<:
:
y(t) = "f 0(y)

y(0) = x0;
(2.2)

x; y; x0 2 D � Rn; D un domaine borné et t � 0; �"0 < " < "0; F et G sont des fonctions

périodiques de période T > 0 par rapport à la variable t, et

f 0(y) =
1

T

Z T

0

F (t; y)dt: (2.3)
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2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

Le système (2:2) est appelé le système moyenné du système (2:1). Supposons que

1. Les fonctions F; DxF; D
2
xF;G et DxG sont continues et bornées par une constante C

indépendante de " dans [0,1[�D avec �"0 < " < "0;

2. T est indépendant de ":

Alors

a) Pendant un temps de l�ordre de 1
"
:

x(t)� y(t) = O(")

b) Si p est un point d�équilibre du système moyenné (2:2), sachant que

det(Dxf
0(p)) 6= 0; (2.4)

alors, pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T -périodique x"(t) du système

(2:1) tel que x"(t)! p quand "! 0.

c) Si le point d�équilibre y = p du système moyenné (2:2) est hyerbolique, alors pour

j"j > 0 su¢ samment petit la solution périodique x"(t) du système (2:1) est unique,

hyperpolique et de même type de stabilité que p:

Preuve Voir le théorème 1 de [7].

Exemple 2.1.1 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = y
�
y = �x+ "(2

3
ax+ 5cx2 � 7

2
bx4)y:

(2.5)

Le système non perturbé de (2:5) est 8<:
�
x = y
�
y = x;
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2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

les orbites de ce système sont des cercles dans le plan de phase (xoy):

En coordonnées polaires (r,�) où x = r cos(�) et y = r sin(�); avec

8<: _r = x _x+y _y
r
;

_� = x _y�y _x
r2
;

ce système devient8<:
�
r = 1

6
(�21b.r3: cos4(�) + 30c:r: cos2(�) + 4a cos(�)):r2: sin2(�)";

�
� = �1 + (2

3
sin(�) cos2(�):a:r + 5c: sin(�): cos3(�):r2 � 7

2
b:r4 sin(�): cos5(�))";

d�ici
dr

d�
=
dr

dt

dt

d�
;

alors prenons � comme une variable de temps, on obtient l�équation suivante

dr

d�
= "F (r; �) +O("2):

où la fonction F (r; �) est donnée par

F (r; �) = �1
6
(�21b.r3: cos4(�) + 30c:r: cos2(�) + 4a cos(�)):r2: sin2(�):

D�aprés la formule (2:3); la fonction moyennée avec T = 2� est donnée par

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (r; �) d�;

=
�1
2�

Z 2�

0

1

6
(�21b.r3: cos4(�) + 30c:r: cos2(�) + 4a cos(�)):r2: sin2(�) d�;

ce qui implique que

f 0(r) =
1

32
r3(7br2 � 20c):

Les racines non nulles de f 0(r) sont

r0 = �
2
p
35

7
:

p
bc

b

avec sgn(bc) = +1:

� Si b > 0; la racine positive de f 0(r) est r0 = 2
p
35
7
:
p
bc
b
: Comme df0(r0) = 25c2

7b
, d�aprés le

théorème (2:1:1) il suit que le système (2:5) et pour j"j > 0 su¢ samment petit, admet un
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2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

cycle limite qui est l�orbite périodique de rayon 2
p
35
7
:
p
bc
b
du système non perturbé avec

" = 0. De plus df0(r0) > 0; ce cycle limite est instable.

� Si b < 0, la racine positive de f 0(r) est r0 = �2
p
35
7
:
p
bc
b
; d�aprés le Théorème (2:1:1), le

système (2:5) et pour j"j > 0 su¢ samment petit, admet un cycle limite qui est l�orbite

périodique de rayon -2
p
35
7
:
p
bc
b
du système non perturbé avec " = 0. Dde plus, df0(r0) < 0;

ce cycle limite est stable.

� Pour a = 2; b = �1
7
; c = �1

4
; et " = 10��3; on a le cycle limite suivant qui est stable

.(Fig 2:1)

Fig 2.1: Cycle limite stable

Exemple 2.1.2 Soit le système di¤érentiel8<:
:
x = y;
�
y = �x+ "(y5 � y4 � 3y3 + y � 2):

(2.6)
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2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

En coordonnées polaires (r,�) où x = r cos(�) et y = r sin(�); le système (2:6) devient8>>>>>><>>>>>>:

�
r = sin(�)(r5 sin5(�)� r4 sin4(�)� 3r3 sin3(�) + r sin(�)� 2)";
�
� = �1 + (r4 cos5(�) sin(�)� cos5(�)r3 � 2 cos3(�) sin(�)r4 + 3 cos3(�) sin(�)r2

+2 cos3(�)r3 + cos(�) sin(�)r4 � 3 cos(�) sin(�)r2 � cos(�)r3 + cos(�) sin(�)

� 2
r
cos(�))";

qui est équivalent à

dr

d�
= � sin(�)(cos4(�) sin(�)r5 � cos4(�)r4 � 2 cos(�)2 sin(�)r5 + 3 cos2(�) sin(�)r3

+2 cos2(�)r4 + r5 sin(�)� 3r3 sin(�)� r4 + r sin(�)� 2)"+O("2)

= "F (r; �) +O("2)

avec

F (r; �) = � sin(�)(cos4(�) sin(�)r5 � cos4(�)r4 � 2 cos(�)2 sin(�)r5 + 3 cos2(�) sin(�)r3

+2 cos2(�)r4 + r5 sin(�)� 3r3 sin(�)� r4 + r sin(�)� 2):

D�aprés la formule (2:3), la fonction moyennée est donnée par

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (r; �)d�

=
�1
16
(5r5 � 18r3 + 8r)

qui admet deux racines positives

r0 =
1

5

q
45� 5

p
41 et r1 =

1

5

q
45 + 5

p
41:

Puisque df0(r0) = �41
20
+ 9
20

p
41> 0 et df0(r1) = �41

20
� 9
20

p
41< 0; alors d�aprés le Théorème

(2:1:1) et pour j"j > 0 su¢ samment petit, le système (2:6) possède deux solutions 2�-

périodiques qui sont instable et stable respectivement.
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2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

Ci- dessous le cycle limite pour " = 10�3. (Fig 2:2)

Fig 2.2: Cycles limites stable et instable

Exemple 2.1.3 Soit le système di¤érentiel8>>><>>>:
:
x = �y + "(�x+ 2

7
xy + z2)

�
y = x+ "(�5

3
y + yz)

�
z = "(x2 + yz � 6):

(2.7)

En coordonnées cylindriques x = r cos(�) et y = r sin(�) et z = z , le système (2:7) devient8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
r = 2

7
cos2(�) sin2(�)r2"� cos2(�)rz"+ 2

3
cos2(�)r"+ cos(�)z2"

+rz"+ 2
3
cos2(�)"� 5

3
r"

�
� = 1 + 2

7
r cos3(�)"+ cos(�) sin(�)z"� 1

r
sin(�)z2"� 2

3
cos(�) sin(�)"

�2
7
cos(�)r"� 1

r
z2 sin(�)"

�
z = "(r2 cos2(�) + r sin(�)z � 6):

31



2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

On considère � comme nouvelle variable indépendante, d�où8>>><>>>:
dr
d�
= 2

7
cos2(�) sin2(�)r2"� cos2(�)rz"+ 2

3
cos2(�)r"+ cos(�)z2"

+rz + 2
3
cos2(�)� 5

3
r"+O("2);

dz
d�
= (r2 cos2(�) + r sin(�)z � 6)"+O("2);

qui s�écrit sous la forme 8>>><>>>:
dr
d�
= "F1(r; �) +O("

2);

dz
d�
= "F2(r; �) +O("

2);

avec8>>><>>>:
F1(r; �) =

2
7
cos2(�) sin2(�)r2 � cos2(�)rz + 2

3
cos2(�)r + cos(�)z2

+rz + 2
3
cos2(�)� 5

3
r;

F2(r; �) = (r
2 cos2(�) + r sin(�)z � 6):

Alors d�aprés (2:3); les fonctions moyennées de F11(r; �) et F21(r; �) sont8>>><>>>:
f 01 (r) =

1
2�

R 2�
0

2
7
cos2(�) sin2(�)r2 � cos2(�)rz + 2

3
cos2(�)r + cos(�)z2 + rz

+2
3
cos2(�)� 5

3
r d�;

f 02 (r) =
1
2�

R 2�
0
(r2 cos2(�) + r sin(�)z � 6 )d�;

c�est-à-dire

8>>><>>>:
f 01 (r) =

1
6
r(3z � 8);

f 02 (r) =
1
2
r2 � 6:

On résolvons le système précédent, on obtient les deux racines

(r0; z0) = (2
p
3;
8

3
) et (r1; z1) = (�2

p
3;
8

3
);

comme r doit être positif, la solution (r0; z0) est la seul qui fournisse un cycle limite.

On a aussi

Dr;zf
0(r0; z0) =

0@ 0
p
3

2
p
3 0

1A ;
d�où
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2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre

det
�
Dr;zf

0(r0; z0)
�
= �6 6= 0;

alors d�aprés le Théorème (2:1:1); le système (2:7) et pour j"j > 0 su¢ samment petit

possède un seule cycle limite:

Le point singulier (r0; z0) =(2
p
3; 8

3
) du système moyenné est hyperbolique, donc la sta-

bilité du cycle limite est de même stabilité que (r0; z0) = (2
p
3; 8

3
): Les valeurs propres de

Dr;zf
0(r0; z0) sont �1 =

p
6 et �2 = �

p
6; alors (r0; z0) est un point selle qui est toujours

instable, ce qui signi�e que ce cycle limite est instable.

Ci-dessous le cycle limite pour " = 0:01:(Fig 2:3):
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2.2 Méthode de moyennisation du second ordre

Le théorème suivant donne une approximation du second ordre pour les solutions d�un

certains systèmes di¤érentiels.

Théorème 2.2.1 Considérons le système

�
x = "F (t; x) + "2G(t; x) + "3H(t; x; "); (2.8)

avec F;G : [0;1[ � D ! Rn; H : [0;1[� D� [0; "0[! Rn; D est un sous-espace ouvert

de Rn. Les fonctions F;G et H sont périodiques de période T par rapport à la variable t:

Le système moyenné associé à (2:7) est

�
y = "f 0(y) + "2f 10(y) + "2g0(y): (2.9)

On dé�ni f 1(t; x) par

f 1(t; x) =
@F

@x
y1(t; x)� @y

1

@x
f 0(x); (2.10)

où

y1(t; x) =

Z t

0

(F (s; x)� f 0(x))ds+ z(x); (2.11)

avec z(x) 2 C1 une fonction telle que la moyenne de y1 est nulle.

f 0; f10; et g0 sont les fonctions moyennées de F; f1et G respectivement.

Supposons que

i- @F
@x
,G et H sont lipschitiziennes en x et continues sur leurs demaines de dé�nitions,

ii- jH(t; x; ")j est bornée par une constante uniformément dans [0; L
"
[ � D � [0; "0[ ,

iii- T est indépendant de ";

iv- y(t) appartient à D pendant un temps de l�ordre de 1n":

Alors

x(t) = y(t) + "y1(t; y(t)) +O("2);

pendant un temps de l�ordre de 1
"
:
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2.2. Méthode de moyennisation du second ordre

Corollaire 2.2.1 Sous les hypothèses de théorème précédent, nous supposons que f 0(y) �

0; alors

a) Si p est un point d�équilibre du système moyenné (2:9) tel que

@

@y
(f 10(y) + g0(y)) jp 6= 0; (2.12)

alors, il existe une solution T -périodique x"(t) du système (2:8) tel que x"(t)! p quand

"! 0:

b) Si le point d�équilibre y = p du système moyenné (2:9) est hyerbolique, alors pour

j"j > 0 su¢ samment petit la solution périodique x"(t) est unique, hyperpolique et de

même stabilitie que p.

Exemple 2.2.1 Soit le système di¤érentiel8<:
:
x = y + xy"+ (ax+ bx3 � cx4)"2;
�
y = �x:

(2.13)

En coordonnées polaires x = r cos(�) et y = r sin(�); le système (2:13) devient

8>>><>>>:
�
r = (�r4 cos5(�)c+ r3 cos4(�)b+ r cos2(�)a) "2 + (r cos2 (�) sin(�)) ";
�
� = �1 + (�a cos(�) sin(�)� br2 cos3(�) sin(�) + cr3 cos4(�) sin(�))"2;

+(cos3(�)� cos(�))r":

Considérons maintenant � comme la variable indépendante, on obtient

dr

d�
= F (r; �)"+G(r; �)"2 +O("3);

où8>>><>>>:
F (r; �) = � cos2(�) sin(�)r2

G(r; �) = �ar cos2(�)� br3 cos4(�) + cr4 cos5(�)� r3 cos5(�) sin(�)

+r3 cos3(�) sin(�).

En appliquant maintenant Le théorème(2:2:1), on calcule la fonction moyennée f 0(r)

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (r; �)d�;

=
1

2�

Z 2�

0

� cos2(�) sin(�)r2d�

= 0:
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2.2. Méthode de moyennisation du second ordre

D�ici on peut passer à la méthode de moyennisation du second ordre.

On calcule g0(r) et f 10(r); on trouve

g0(r) =
1

2�

Z 2�

0

G(r; �)d�

=
1

2�

Z 2�

0

�ar cos2(�)� br3 cos4(�) + cr4 cos5(�)� r3 cos5(�) sin(�)

+ r3 cos3(�) sin(�)d�

= �1
8
(4ar + bc r3)

et

f 10(r) =
1

2�

Z 2�

0

f 1(r; �)d�

= 0;

avec

f 1(r; �) =
@F

@r
(r; �)y1(r; �)

=
�2r3
3

cos5(�) sin(�)

@F

@r
(r; �) = �2r cos2(�) sin(�)

et

y1(r; �) =

Z t

0

(F (r; s))ds+ z(r)

=

Z t

0

� cos2(s) sin(t)r2ds+ 1
3
r2

=
1

3
r2(cos3(t)� 1) + 1

3
r2:

Par conséquent

f 10(r) + g0(r) = �1
8
(4ar + bc r3); (2.14)

les points d�équilibres non nulles de l�expression (2:14) sont r0 = 2
p
�3ab
3b

et r1 = �2
p
�3ab
3b

avec sgn(ab) = �1 et ab 6= 0:
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2.2. Méthode de moyennisation du second ordre

De plus
dg0

dr
(r0) = a 6= 0:

� Si ab < 0 et b > 0, la seule racine positive est r0 = 2
p
�3ab
3b

, alors il existe un cycle limite

d�amplitude 2
p
�3ab
3b

qui est stable.

� Si ab < 0 et b < 0, la seule racine positive est r1 = �2
p
�3ab
3b

, alors il existe un cycle

limite d�amplitude �2
p
�3ab
3b

qui est instable.

Pour a = �1; b = 1; c = 1; et " = 10�12 on a le cycle limite stable suivant.(Fig 2:4)

Fig 2.4: Cycle limite stable

Exemple 2.2.2 Soit le système di¤érentiel suivant8<:
�
x = y + (4x2 + 8

3
xy)"+ 3x"2;

�
y = �x:

(2.15)

En coordonnées polaires x = r cos(�) et y = r sin(�); le système (2:15) devient8<:
�
r = (4 cos3(�)r2 + 8

3
cos2(�) sin(�)r2)"+ 3r cos2(�) "2

�
� = �1 + (8

3
r cos3(�)� 8

3
r cos(�)� 4r cos2(�))"� 3 sin(�) cos(�)"2

Considérons maintenant � comme la variable indépendante, on obtient

dr

d�
= F (r; �)"+G(r; �)"2 +O("3);
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2.2. Méthode de moyennisation du second ordre

où

F (r; �) = �4 cos3(�)r2 � 8
3
cos2(�) sin (�) r2

G(r; �) = �3 cos2(�)r + 32
3
sin2(�) cos4(�)r3 + 80

9
sin (�) cos5(�)r3 � 32

3
cos6(�)r3

+64
9
sin (�) cos3(�)r3 � 32

3
cos4(�)r3

En appliquant maintenant le Théorème(2:2:1), on calcule la fonction moyennée

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (r; �)d�;

=
1

2�

Z 2�

0

�4 cos3(�)r2 � 8
3
cos2(�) sin (�) r2d�;

= 0:

d�ici on peut passer à la méthode de moyennisation du second ordre.

On calcule g0(r) et f 10(r); on trouve

g0(r) =
1

2�

Z 2�

0

G(r; �)d�

=
1

2�

Z 2�

0

�3 cos2(�)r + 32
3
sin2(�) cos4(�)r3 +

80

9
sin (�) cos5(�)r3

� 32
3
cos6(�)r3 +

64

9
sin (�) cos3(�)r3 � 32

3
cos4(�)r3d�

=
1

6
r(8r2 � 9)

et

f 10(r) =
1

2�

Z 2�

0

f 1(r; �)d� = 0;

avec

f 1(r; �) =
@F

@r
(r; �)y1(r; �)

=
�128
9

cos6(�)r3 +
160

27
cos5(�) sin(�)r3 � 64

9
cos4(�)r3

+
64

3
cos3(�) sin(�)r3 +

128

9
cos2(�)r3

et
@F

@r
(r; �) = �8r cos3(�)� 16

3
r sin(�) cos2(�):
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2.2. Méthode de moyennisation du second ordre

y1(r; �) =

Z t

0

(F (r; s))ds+ z(r);

=

Z t

0

�4 cos3(s)r2 � 8
3
cos2(s) sin (s) r2ds+

8

9
r2;

=
4

9
r2(2 cos3(t)� 3 cos2(t) sin(t)� 6 sin(�)� 2) + 8

9
r2:

Par conséquent

f 10(r) + g0(r) =
1

6
r(8r2 � 9): (2.16)

la seule racine positive de l�expression (2:16) est r0 = 3
p
2
4
. De plus

dg0

dr
(r0) = 3 6= 0;

alors il existe un cycle limite d�amplitude 3
p
2
4
du système (2:15) qui est instable.

Pour " = 10�12; on a le cycle limite stable suivant.(Voir Fig 2:5)
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CHAPITRE

3 Les cycles limites pour

une classe des équations

di¤érentielles du second

ordre

3.1 Introduction

Les équations di¤érentielles du second ordre jouent un role très important dans de nom-

breux domaines de la science et de la technologie.

En général, il est impossible de déterminer la solution d�une équation di¤érentielle du

second ordre en termes de fonction explicite. Nous recherchons donc les propriétés de

ce type d�équations qui peuvent être obtenues sans la résoudre. Le problème est plus

pertinent dans la théorie des perturbations, où les orbites périodiques jouent un rôle

principal.

Dans ce chapitre, nous posons ces questions pour une large classe d�équations di¤érentielles

du second ordre de la forme

��
x = �(1 + "k cos2 t)x+ "f(t; x; �x) (3.1)

où " est un petit paramètre , k 2 R et f est une fonction de classe C2 et T -périodique en

t .
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3.2 Une autre méthode de moyennisation du premier

ordre

Considérons le système di¤érentiel de la forme

�
x(t) = F0 (t;x) + "F1(t;x) + "

2F2(t;x; "); (3.2)

où les fonctions F0; F1 : R�
! Rn et F2 : R�
�(�"0; "0) ! Rn sont de classe C2 dans


 � Rn et T -périodique en t. Lorsque " = 0 on obtient le système non perturbé

�
x(t) = F0(t;x): (3.3)

Nous supposons que le système non perturbé ci-dessus a un sous-ensemble ouvert de 


rempli de solutions périodiques.

Soit x (t; z; ") la solution du système (3:2) telle que x (0; z; ") = z: La linéarisation du

système non pertubé (3:3) le long des solutions périodiques est

�
y = DxF0(t;x(t; z))y: (3.4)

SoitMz(t) une matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire (3:4). Supposons que


 contient un sous-ensemble ouvert W formé uniquement d�orbites périodiques, toutes

ayant la même période T , c�est-à-dire que W est un ensemble isochrone du système (3:2).

Alors on a le résultat suivant.

Théorème 3.2.1 Supposons que 
 contient un ensemble ouvert et borné W tel que

Cl(W ) � 
 et pour tout z 2 Cl(W ), x (t; z; 0) est T -périodique.

Soit la fonction F : W ! Rn dé�nie par

F(z) = 1

T

Z T

0

M�1
z (t)F1(t;x(t; z; 0))dt: (3.5)

S�il existe p 2 W avec F(p) = 0 et det((dF
dz
)(p)) 6= 0; alors il existe une solution T -

périodique �(t; ") du système (3:2) telle que �(0; ")! p quand "! 0.

Preuve Voir le Corollaire 1 de [2].
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3.3 Résultats principaux

Dans cette section, nous allons appliquer le Théorème (3:2:1) pour l�étude des cycles

limites de l�équation di¤érentielle du second ordre (3:1):

��
x = �(1 + "k cos2 t)x+ "f(t; x; �x)

Théorème 3.3.1 Pour " 6= 0 su¢ samment petit, l�équation di¤érentielle (3:1) a un cycle

limite x"(t), qui tend vers la solution 2�-périodique r0cos(a0� t) de l�équation (3:1) quand

"! 0:

Proposition 3.3.1 Pour " 6= 0 su¢ samment petit et pour tout k > 0; l�equation di¤er-

entielle (3:1) avec f(t; x;
�
x) = cos t a un seul cycle limite x"(t); tel que x"(t) ! 4

3k
cos t

quand "! 0:

Proposition 3.3.2 Pour " 6= 0 su¢ samment petit et k 2 [0; 1] ; l�équation di¤érentielle

(3:1) avec f(t; x;
�
x) = sin x peut avoir une in�nité de cycles limites.

3.4 Preuve de résultats principaux

3.4.1 Preuve du Théorème 3.3.1

L�équation di¤érentielle du second ordre (3:1) est équivalente au système di¤érentiel du

premier ordre 8<:
�
x = y
�
y = �x+ "(�kx cos2(t) + f(t; x; y)):

(3.6)

Ce système peut s�écrire sous la forme (3:2) où8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

x =
�
x
y

�

F0 (t; x; y) =

�
y

�x

�
;

F1 (t; x; y) =

�
0

�k cos2(t)x+ f(t; x; y))

�
:
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Le système non perturbé du système (3:6) est8<:
�
x = y
�
y = �x;

(3.7)

il correspond à l�oscillateur harmonique simple dont la solution est8<: x(t) = x0 cos t+ y0 sin t;

y(t) = �x0 sin t+ y0 cos t:

Pour toute condition initiale (x0; y0) 2 R2nf(0; 0)g; la solution correspondante est 2�-

périodique et s�écrit comme suit 8<: x(t) = r cos(a� t)

y(t) = r sin(a� t);
(3.8)

où r > 0 et a sont des constantes.

Soit x(t; z; ") la solution du système (3:6) telle que x(0; z; ") = z = (r; a): La linéarisation

du système non perturbé (3:7) le long de la solution périodique x (t; z; 0) est

�
y = DxF0(t;x(t; z; 0)) y: (3.9)

Soit M(t) une matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire (3:9) avec

M(t) =

0@ cos t sin t

� sin t cos t

1A :
Alors on a

M�1(t)F1(t;x(t; z)) =

�
�h(t; r; a) sin t
h(t; r; a) cos t

�
:

où

h(t; r; a) = �k cos(a� t) cos2 t+ f(t; r cos(a� t); r sin(a� t)):

En faisant le changement de variable t! a+ s, l�expression ci-dessus devient�
kr cos s cos2(a+ s) sin(a+ s)� f(a+ s; r cos(s);�r sin s) sin(a+ s)
�kr cos s cos3(a+ s) + f(a+ s; r cos(s);�r sin s) cos(a+ s)

�
:

D�aprés la formule (3:5); la fonction F(z) est

F(z) =
�
f1(r; a)

f2(r; a)

�
=
1

2�

Z 2�

0

M�1
z (t)F1(t;x(t; z; 0))dt: 3.10
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Soit W 6= ; un sous ensemble ouvert et bornée de R2; formé uniquement d�orbites

périodiques ayant toutes la même période 2�; c�est-à-dire queW est un ensemble isochrone

du système (3:7). Soit (r0; a0) 2 W une solution simple du système8<: f1(r; a) = 0

f2(r; a) = 0;

avec le déterminant

det(
@(f1; f2)

@(r:a)
)(r0; a0) 6= 0:

Avec tout ce qui précède, nous avons véri�é les hypothèses du Théorème (3:2:1), alors

pour " 6= 0 su¢ samment petit, l�équation du second ordre (3:1) a un cycle limite x"(t),

qui tend vers la solution 2�-périodique r0cos(a0� t) quand "! 0: Ceci termine la preuve

du Théorème (3:3:1):

3.4.2 Preuve de la Proposition 3.3.1

En preunant f(t; x; y) = cos t, le système (3:6) devient8<:
�
x = y
�
y = �(1 + k" cos2 t )x+ " cos t;

(3.11)

où k est une constante.

Par des calculs simples, la valeur de l�intégrale (3:10) pour la fonction ci-dessus à la

condition initiale (r; a) est

F(r; a) =

�
f1(r; a)

f2(r; a)

�

=
1

2�

Z 2�

0

M�1
z (t)F1(t;x(t; z; 0))dt

=

� 1
8
kr sin a

1
2
� 3

8
kr cos a

�
;

qui possède une seule racine pour r0 > 0 donnée par (r0; a0) = ( 43k ; 0) avec k > 0:
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3.4. Preuve de résultats principaux

Le determinant de la matrice jacobienne est

det(
@(f1; f2)

@r@a
)(r0; a0) =

1

16k
6= 0:

Alors d�après le Théorème (3:2:1) et pour k > 0, il existe une unique solution 2�-périodique

x(t; ") du système (3:11) telle que x"(t)! 4
3k
cos t quand "! 0: Donc la Proposition 3:3:1

est démontrée.

3.4.3 Preuve de la Proposition 3.3.2

Dans ce cas la fonction f(t; x; y) = sinx dépend uniquement de x. Alors on doit analyser

le système di¤érentiel 8<:
�
x = y
�
y = �(1 + "k cos2 t)x+ " sin x:

(3.12)

D�ici

M�1(t)F1(t;x(t; (r; a)) =

0@ � sin(t)(�kr cos(a� t) cos2(t) + sin(r cos(a� t)))

cos(t)(�kr cos(a� t) cos2(t) + sin(r cos(a� t)))

1A :
Maintenant en faisant le changement de variable t! a+ s, nous avons0@ kr cos(s) cos2(a+ s) sin(a+ s)� sin(a+ s) sin(r cos(s))

�kr cos(s) cos3(a+ s) + cos(a+ s) sin(r cos(s))

1A : (3.13)

En�n en intégrant ces expressions par rapport à la variable s de 0 à 2�; en divisant par

2� et en supposant que r > 0, on obtient

F(r; a) =

0@ f1(r; a)

f2(r; a)

1A =
1

8

0@ kr � J1(r) sin a

�3kr + 8J1(r) cos a

1A (3.14)

où J1(r) est la fonction de Bessel du premier type.

Le système f1(r; a) = f2(r; a) = 0 est équivalent au système0@ 8 cos a = 3 sin a

kr � J1(r) sin a = 0:

1A (3.15)

En prenant a = a� une des valeurs de arctan(8
3
), le système précédent se réduit à l�unique

équation

kr � J1(r) sin a� = 0: (3.16)
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3.4. Preuve de résultats principaux

Alors, les solutions simples du système (3:15) correspondent aux solutions simples de

l�équation (3:16) qui dépendent de la valeur du paramètre k:

Par exemple, pour k = 1; le système ci-dessus a exactement une racine simple à r = 0:

Pour k = 0; il correspond à la fonction de Bessel qui a une in�nité de racines simples. Nous

pouvons avoir autant de solutions simples que nous voulons. Dans les �gures ci-dessue,

nous avons tracé les graphiques de quelques fonctions kr � J1(r) sin a� en changeant la

valeur de k. La preuve de la Proposition (3:3:2) est complète.

Fig 3.1: Le graphe de la fonction

kr-J1(r)sin a*; pour k=0.1

Fig 3.2: Le graphe de la fonction

kr-J1(r)sin a*, pour k=10-2

Fig 3.3: Le graphe de la fonction

kr-J1(r)sin a*, pour k=10-3

Fig 3.4: Le graphe de la fonction

kr-J1(r)sin a*; pour k=10-4
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CHAPITRE

4 La méthode de facteur

intégrant inverse pour la

non existence des cycles

limites

Il est bien connu que le facteur intégrant inverse est un outil important dans l�étude

qualitative des équations di¤érentielles, mais leur détermination est un problème di¢ cile

(voir [6] et ses références).

La relation entre les cycles limites des systèmes di¤érentiels planaires et le facteur intégrant

inverse a été montrée pour la première fois dans un article de Giacomini, Llibre et Viano

paru en 1996. A partir de ce moment, de nombreux articles de recherche sont consacrés

à l�étude des propriétés du facteur intégrant inverse et sa relation avec les cycles limites

et leurs bifurcations.

L�objectif de ce chapitre est d�utiliser le facteur intégrant inverses pour donner des critères

de non existence de cycles limites des systèmes di¤érentiels planaires.

4.1 Facteur intégrant inverse

Soit le système di¤érentiel

8<:
�
x = P (x; y)
�
y = Q(x; y)

(4.1)
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4.1. Facteur intégrant inverse

où P;Q : U � R2 ! R sont des fonctions de calsse C1 et U est un ensemble ouvert

simplement connexe. Considérons le champ de vecteur

F = P
@

@x
+Q

@

@y
; (4.2)

alors, le système (4:1) peut s�écrire sous la forme

�
X = F (X) (4.3)

où X = (x; y) 2 U:

Dé�nition 4.1.1 Une fonction V : U � R2 ! R de classe C1est dite un facteur intégrant

inverse du système (4:1) ; si elle n�ést pas localement nulle et véri�e l�équation aux dérévées

partielles

P
@V

@x
+Q

@V

@y
= (

@P

@x
+
@Q

@y
)V: (4.4)

Remarque 4.1.1 L�équation (4:4) est équivalente à l�équation

div(
P

V
;
Q

V
) = 0:

Remarque 4.1.2 Un facteur intégrant inverse est une solution de l�équation

FV = div(F )V:

Le système (4:1) peut s�écrire sous la forme

! = �Q(x; y)dx+ P (x; y)dy = 0; (4.5)

où (x; y) 2 U:

L�équation ci-dessus est exactement l�équation di¤érentielle des orbites du système (4:1) :

Dé�nition 4.1.2 Un facteur intégrant pour ! = 0 est une fonction � : U ! R de classe

C1 qui rend �! une forme exacte. Dans le cas où U est simplement connexe ceci est

équivalent à
@(��Q)
@y

=
@(�P )

@x
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

Remarque 4.1.3 � est un facteur intégrant du système (4:5) si et seulement si V = 1
�

est un facteur intégrant du système (4:1) :

Proposition 4.1.1 Soit V : U � R2 ! R un facteur intégrant inverse du système (4:1) ;

alors on a les propriétés suivantes

1- La fonction 1
V
: UnfV �1(0)g � R2 ! R est un facteur intégrant inverse

du système (4:1) : De plus

H(x; y) = �
Z
P (x; y)

V (x; y)
dy +

Z �
Q(x; y)

V (x; y)
+
@

@x

Z
P (x; y)

V (x; y)
dy

�
dx

est une intégrale première du système (4:1) :

2- Si le système (4:1) a une intégrale première H(x; y); alors la fonction

VH(x; y) =
P

�Hy
=
Q

Hx

est un facteur intégrant inverse du système (4:1) : De plus le système8<:
�
x = P

VH
= �Hy

�
y = Q

VH
= Hx

est un système Hamiltonien.

4.2 La non existence des cycles limites par la méth-

ode de facteur intégrant inverse

Le but de cette section est d�utiliser le facteur intégrant inverse pour produire de manière

systématique des critères de non existence de cycles limites des équations di¤érentielles

planaires. Nous donnons quelques exemples pour illustrer les applications de ces résultats.

Théorème 4.2.1 Soit V : U ! R un facteur intégrant inverse du système (4:1) : Si

� � U est un cycle limite du système (4:1), alors � est contenu dans l�ensemble

V �1(0) = f(x; y) 2 U : V (x; y) = 0g:
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

Proposition 4.2.1 Soit U un ensemble ouvert simplement connexe et soit le champ de

vecteur donné par (4:2)

F = P
@

@x
+Q

@

@y
;

avec F 2 C1(U;R2):

Si l�une des deux conditions suivantes est satisfaite, alors le système (4:1) n�a pas de cycles

limites dans U:

1� La fonction �1 =
div(F (x;y))
P (x;y)

ou �2 =
div(F (x;y))
Q(x;y)

ne dépend que de x ou de y respective-

ment et elle est continue.

2� La fontion � = div(F (x;y))
P (x;y)y+Q(x;y):x

ne dépend que de z = xy et elle est continue.

Preuve On considère le cas (1) avec �1 dépendant uniquement de x.On cherche un

facteur intégrant inverse V à l�aide de l�équation associée

P
@V

@x
+Q

@V

@y
= (

@P

@x
+
@Q

@y
)V:

Supposons que V dépend uniquement de x: Ainsi l�équation précédente se réduit à

P
@V

@x
= (

@P

@x
+
@Q

@y
)V;

qui est réécrit comme
@ log(V )

@x
=
1

P
(
@P

@x
+
@Q

@y
) = �1:

D�aprés notre hypothèse V = exp(
R x
�1(s)ds) est un facteur intégrant inverse et V �1(0) =

;; alors d�aprés le Théorème (4:2:1) ; le système (4:1) n�admet pas de cycles limites. La

preuve est complète.

Exemple 4.2.1 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = ay
�
y = �x+ x4y2 � b cos(x)

(4.6)
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

avec (x; y) 2 R2 et a; b 6= 0: Puisque

div(F ) =
@P (x; y)

@x
+
@Q(x; y)

@y

=
@(ay)

@x
+
@(�x+ x4y2 � b cos(x))

@y

= 2x4y;

d�ici

�1 =
div(F (x; y))

P (x; y)
=
2x4y

ay
=
2

a
x4

qui dépend uniquement de x et elle est continue sur R : Alors d�aprés le Proposition

(4:2:1); le système (4:6) n�a pas de cycles limites dans R2.

Exemple 4.2.2 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = 2y2x2 + x2 + y2 � 1
�
y = �2xy

(4.7)

Puisque

div(F ) =
@P (x; y)

@x
+
@Q(x; y)

@y

=
@(2y2x2 + x2 + y2 � 1 )

@x
+
@(�2xy )
@y

= 4xy2;

d�où

�2 =
div(F (x; y))

Q(x; y)
= 2y:

qui ne dépend que de y et elle est continue sur R. Alors d�aprés le Proposition (4:2:1) le

système (4:7) n�admet pas de cycles limites dans R2.

Corollaire 4.2.1 Soit F un champ de vecteur de classe C1dans U:

F = P
@

@x
+Q

@

@y
:

Si div(F ) = 0; alors le système (4:1) n�a pas de cycles limites dans U.
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

Exemple 4.2.3 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = x4y + 2x2y3 + x2y + y5 � y
�
y = �x5 � 2x3y2 � xy4 � y2x+ x:

: (4.8)

Puisque

div(F ) =
@P (x; y)

@x
+
@Q(x; y)

@y

=
@(x4y + 2x2y3 + x2y + y5 � y )

@x
+
@ (�x5 � 2x3y2 � xy4 � y2x+ x)

@y

= 4x3y + 4xy3 + 2xy � 4xy3 ��2xy � 4x3y = 0;

alors le système (4:8) n�a pas de cycles limites dans R2.

Exemple 4.2.4 Considérons le système di¤érentiel8<:
�
x = x2y + y3 � y
�
y = �x3 � xy2

: (4.9)

On a

div(F ) =
@P (x; y)

@x
+
@Q(x; y)

@y

=
@( x2y + y3 � y )

@x
+
@ (�x3 � xy2)

@y

= 2xy � 2xy = 0:

Alors le système (4:9) n�a pas de cycles limites.

Utilisons maintenant la Proposition (4:2:1) pour étudier quelques systèmes particuliers.

Corollaire 4.2.2 Considérons le système di¤érentiel8<:
�
x = r1(x)r2(y)
�
y = s1(x):

: (4.10)

Si r1(x) > 0 (ou < 0) ; alors le système (4:10) n�a pas de cycles limites dans U .
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

Preuve En e¤et, l�expression

�1 =
div(F )

P (x; y)
=
r01(x)

r1(x)

est continue et ne dépend que de x. En utilisant l�équation (4:4) ; on trouve

(r1(x)r2(y) )
@V

@x
+ s1(x)

@V

@y
= (

@(r1(x)r2(y))

@x
+
@s1(x)

@y
)V:

Supposons que V dépend uniquement de x; alors l�équation (4:4) devient

(r1(x)r2(y))
@V

@x
= (

@r1(x)r2(y)

@x
)V

qui est réécrit sous la forme

@ log(V )

@x
=

1

r1(x)r2(y)
(
@(r1(x)r2(y))

@x
) =

r01(x)

r1(x)
= �1:

D�aprés notre hypothèse V = exp(
R x
�1(s)ds) est un facteur intégrant inverse et V �1(0) =

;: Alors d�aprés le Théorème (4:2:1) ; le système (4:10) n�admet pas de cycles limites dans

U , donc le résultat découle de la Proposition (4:2:1) :

Exemple 4.2.5 Considérons le système di¤érentiel8<:
�
x = (1 + x2 + 1

4
x4)( y

y2+1
)

�
y = x+ 2

3
cos(x) .

(4.11)

Puisque r1(x) = 1+x2+ 1
4
x4 > 0; alors d�aprés le Corollaire (4:2:2) ; le système (4:11) n�a

pas de cycles limites dans R2.

Exemple 4.2.6 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = (4 + sin2(x))(2y4 � 3y3 + 4y2)
�
y = x� 1

3
x3

(4.12)

Puisque r1(x) = 4 + sin2(x) > 0: De plus

�1 =
div(F )

P (x; y)
=
r01(x)

r1(x)
=
2 sin(x) cos(x)

4 + sin2(x)

qui est continue et ne dépend que de x: Alors d�aprés la Proposition (4:2:1) ; le système

(4:12) n�a pas de cycles limites dans R2.
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

Remarque 4.2.1 Le portrait de phase d�un système di¤érentiel ne change pas si nous

multiplions le champ de vecteur par une fonction non nulle.

Lemme 4.2.1 Supposons que le système (4:1) a un cycle limite � et soit B : U ! R une

fonction à valeur réelle positive (négative). Alors � est un cycle limite du système8<:
�
x = BP
�
y = BQ:

(4.13)

Exemple 4.2.7 Considérons le système di¤érentiel suivant8<:
�
x = y;
�
y = �x+ 1

2
(1� x2)y:

(x; y) 2 R2 (4.14)

On multiplions le système (4:14) par la fonction B(x; y) = x2 + y2 > 0; nous obtenons le

système suivant

8<:
�
x = y (x2 + y2) ;
�
y = (�x+ 1

2
(1� x2)y) (x2 + y2) :

(4.15)

Les portrait de phases de ces deux systèmes sont donnés par les �gures (4:1) et (4:2)

respectivement.

Fig 4.1: Portrait de phase du système

(4.14).
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

.

Fig 4.2: Portrait de phase du système

(4.15).

Nous remarquons que les deux portraits de phase ne changent pas même lorsque nous

multiplions le système (4:14) par la fonction positive B(x; y):

En utilisant maintenant le Lemme ci-dessus, nous obtenons les résultats suivants

Proposition 4.2.2 Soit U un ensemble ouvert simplement connexe. Supposons que B :

U ! R est une fonction de classe C1 positive (négative), telle que div(BF )
BP

ou div(BF )
BQ

ne

depend que de x ou de y (respectivement) et elle est continue. Alors le système (4:1) n�a

pas de cycles limites dans U:

Preuve D�aprés la Proposition (4:2:1) ; supposons que l�expréssion

�1 =
div(BF )

BP (x; y)

est continue et dépend que de x. En utilisant l�équation (4:4), on obtient

PB
@V

@x
+QB

@V

@y
= (

@PB(x; y)

@x
+
@QB(x; y)

@y
)V:

Supposons que V dépend uniquement de x; alors l�équation (4:4) devient

PB
@V

@x
= (

@PB

@x
+
@QB

@y
)V
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

qui est réécrit sous la forme

@ log(V )

@x
=

1

PB
(
@PB

@x
+
@QB

@y
) = �1

Puisque V = exp(
R
�1(x)dx) est un facteur intégrant inverse et V �1(0) = ;; alors d�aprés

le Théorème (4:2:1), le système (4:1) n�a pas de cycles limites dans U .

Exemple 4.2.8 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = �y;
�
y = 2xy � 2x� y + 1:

(4.16)

Considérons la fonction B(x; y) = ex+y > 0; on multiplie le système (4:16) par la fonction

B(x; y); on obtient8<:
�
x = �yex+y
�
y = (2xy � 2x� y + 1)ex+y;

d�ici on a

div(BF )

BP
=

@(yex+y )
@x

+
@((2xy�2x�y+1)ex+y )

@y

yex+y

= �2x+ 2;

qui ne depend que de x et elle est continue sur R. On conclut alors que le système (4:16)

n�a pas de cycles limites dans R2:

Corollaire 4.2.3 Soit U un ensemble ouvert simplement connexe. Supposons que B :

U ! R est une fonction de classe C1 positive (négative) telle que div(BF ) = 0, alors le

système (4:1) n�a pas de cycles limites dans U:

Exemple 4.2.9 Considérons le système di¤érentiel8<:
�
x = xy
�
y = �yx+ x� y + x2e�y + 1

(4.17)
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

et soit la fonction B(x; y) = ex+y 2 C1 (R2;R) : On multiplie le système (4:17) par la

fonction B(x; y); on obtient8<:
�
x = xy ex+y

�
y = ex+y (�yx+ x� y + x2e�y + 1 )

Puisque

div(BF ) =
@ (xy ex+y)

@x
+
@ (ex+y (�yx+ x� y + x2e�y + 1 ))

@y

= yex+y(x+ 1)� yex+y(x+ 1) = 0:

Alors d�après le Corollaire (4:2:3) ; ce système n�a pas de cycles limites dans R2; d�où de

même le système (4:17) n�a pas de cycles limites dans R2:

Nous nous intéressons principalement dans cette partie à l�étude des champs de vecteurs

polynomiaux.

Dé�nition 4.2.1 Soit R[x; y] un anneau polynomial sur R à deux variables. Etant donné

f 2 R[x; y]; dé�nir son ensemble des racines par

W (f) = f(x; y) 2 R2 : f(x; y) = 0g:

Si S � R[x; y]; soit W (S) l�ensemble des racines communs

W (S) = \f2SW (f):

Un ensemble de cette forme est dit algébrique. En particulier W (f) est appelé courbe

algébrique.

Lemme 4.2.2 Soit P 2 R[x; y] un polynôme homogène non nul, alors W (P ) ne contient

aucun sous-ensemble homéomorphe à S1:

En basant sur le Lemme précédent, nous pouvons démontrer le résultat suivant.

Théorème 4.2.2 Si un polynôme homogène non nul est un facteur intégrant inverse du

système (4:1), alors il n�a pas de cycles limites.
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4.2. La non existence des cycles limites par la méthode de facteur intégrant inverse

Preuve Soit V un facteur intégrant inverse du système (4:1), où V est un polynôme

homogène. Supposons que le système (4:1) a un cycle limite �, alors � � V �1(0) ce qui

contredit le Lemme (4:2:2). Ceci conclut la preuve.

Corollaire 4.2.4 Si P;Q sont des polynômes homogènes de même degré, alors le système

(4:1) n�a pas de cycles limites.

Preuve On remarque que la fonction

V (x; y) = xQ(x; y)� yP (x; y);

est un facteur intégrant inverse du système (4:1). Il est claire que V (x; y) est un polynôme

homogène, alors on a le résultat du Théorème (4:2:2)

Exemple 4.2.10 Soit le système suivant8<:
�
x = �3x4 + y3x� 4x2y2;
�
y = y4 � 3xy3 + x3y � 2x4:

(4.18)

La fonction

V (x; y) = x
�
y4 � 3xy3 + x3y � 2x4

�
� y(�3x4 + y3x� 4x2y2)

= �2x5 + 4x4y + x2y3;

est un facteur intégrant inverse du système (4:18). Puisque V (x; y) est un polynôme

homogène non nul, alors d�aprés le Théorème (4:2:2) ce système n�a pas de cycles limites.

Exemple 4.2.11 Considèrons le système8<:
�
x = ax+ by;
�
y = cx+ dy:

(4.19)

La fonction

V (x; y) = cx2 + (d� a)xy � by2;

est un facteur intégrant inverse du système (4:19). Puisque V (x; y) est un polynôme

homogène non nul, alors d�aprés le Théorème (4:2:2) ce système n�a pas de cycles limites.
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Théorème 4.2.3 Soit le système polynomial8<:
�
x = Pn(x; y) + xAm�1(x; y);
�
y = Qn(x; y) + yAm�1(x; y);

(4.20)

où Pn; Qn et Am�1 2 R[x; y] sont homogènes et leurs degrés satisfont m > n > 1:

Supposont que H(x; y) est une intégrale première homogène de degré p du système8<:
�
x = Pn(x; y);
�
y = Qn(x; y);

alors la fonction

V (x; y) = (xQn(x; y)� yPn(x; y))H(x; y)(m�n)np; (4.21)

est un facteur intégrant inverse du système (4:20):

Corollaire 4.2.5 Sous les hypothèses du Théorème (4:2:3), si m�n
p
2 N, alors le système

(4:20) n�a pas de cycles limites.

Preuve Des hypothèses du Théorème (4:2:3) et du fait que m�n
p

2 N, il s�ensuit que

H(x; y)(m�n)np est homogène, donc

V (x; y) = (xQn(x; y)� yPn(x; y))H(x; y)(m�n)np

est un polynôme homogène. D�où le résultat découle du Théorème (4:2:2) :

Exemple 4.2.12 Soit le système di¤érentiel8<:
�
x = x2y + x3 + x(x8 + y4x4);
�
y = �yx2 � yx2 + y(x8 + y4x4):

(4.22)

Ce système s�écrit sous la forme (4:20) avec8>>><>>>:
Pn(x; y) = x

2y + x3;

Qn(x; y) = �yx2 � yx2;

et

Am�1(x; y) = x
8 + y4x4:
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La fonction H(x; y) = x3y3 est une intégrale première du système8<:
�
x = x2y + x3;
�
y = �y2x� yx2:

(4.23)

Alors d�après l�expression (4:21)

V (x; y) = (xQn(x; y)� yPn(x; y))H(x; y)(m�n)np;

= �2
�
x6y4 � x5y5

�
;

est un facteur intégrant inverse de (4:22) :

Puisque V est un polynôme homogène et m�n
p
= 9�3

6
= 1 2 N . Alors sous l�hypothèse du

Théorème (4:2:3) le système (4:22) n�a pas de cycles limites.

Proposition 4.2.3 On considère le système di¤érentiel suivant8<:
�
x = r1(x)r2(y);
�
y = s1(x)s2(y);

(4.24)

Si r1 (x) et s2 (y) sont des fonctions polynomiales, alors le système (4:24) n�a pas de cycles

limites.

Preuve Un calcul donne que la fonction

V (x; y) = r1(x)s2(y);

est un facteur intégrant inverse du système (4:24): Maintenant W (V ) = W (r1) [W (s2).

En prenant la factorisation en polynômes irréductibles, on a que W (r1) est constitué

d�une union �nie de droites verticales, de même W (s2) est une union �nie de droites

horizontales. Donc tout sous-ensemble de W (V ) homéomorphe à S1 doit contenir des

points dans W (r1)\W (s2) ; c�est-à-dire que les points critiques ne peuvent donc pas être

des cycles limites.

Exemple 4.2.13 Considérons le système di¤érentiel8<:
�
x = (x2 � 1

2
x4)(y � sin(y));

�
y = cos(x)(1� y + y2);

(4.25)
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qui s�écrit sous la forme (4:24) ; avec

r1(x) = x2 � 1
2
x4;

s2(y) = 1� y + y2:

Puisque les fonctions r1(x) et s2(y) sont polynomiales, alors d�aprés la Proposition (4:2:3);

le système (4:25) n�a pas de cycles limites dans R2.
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Conclusion

Dans notre travail, nous avons utilisé deux méthodes pour l�étude qualitative des

systèmes di¤érentiels, qui sont les suivantes: la premiére est la méthode de moyennisation

et la deuxième est le facteur intégrant inverse.

La méthode du moyennisation est une technique qui consiste à remplacer un système dif-

férentiel dépendant d�un paramètre par un système moyenné qui est plus simple à analyser.

L�idée de cette méthode est de considérer le paramètre comme une petite perturbation

et de supposer que le comportement du système perturbé est proche de celui du système

non perturbé. Elle permet de determiner l�existence, le nombre, la stabilité et aussi la

forme des cycles limite d�un système di¤érentiel.

La méthode du facteur intégrant inverse est une autre technique qui utilise le fait que

si un système di¤érentiel plan a un facteur intégrant inverse, alors tous les cycles limite

contenus dans le domaine de dé�nition du facteur intégrant inverse sont contenus dans

l�ensemble des zéros de cette fonction. La méthode du facteur intégrant inverse permet

de donner des critères pour exclure l�existence de cycles limite d�un système di¤érentiel.

La di¤érence entre les deux méthodes est que la méthode du moyennisation s�applique

aux systèmes di¤érentiels dépendant d�un paramètre, tandis que la méthode du facteur

intégrant inverse s�applique aux systèmes di¤érentiels indépendants du paramètre. De

plus, la méthode du moyennisation utilise le théorème de moyennisation de second ordre,

qui est une généralisation du théorème de moyennisation de premier ordre, alors que la

méthode du facteur intégrant inverse utilise le concept d�intégrabilité inverse, qui est une

généralisation du concept d�intégrabilité classique.

On conclue alors que chaque méthode a ses avantages et son importance pour la recherche

de cycles limites des systèmes di¤érentielles .
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