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Notations  

 

u : vitesse interne                                                                                                                       (𝑚/𝑠) 

𝑢𝑒: Vitesse externe                                                                                                         (𝑚/𝑠) 

ν  : Viscosité cinématique de l'air                                                                                   (𝑚2/𝑠) 

y  : ordonnée                                                                                                                   (𝑚) 

  : Viscosité dynamique                                                                                                (𝑝𝑎. 𝑠) 

  : Viscosité cinématique                                                                                                          (𝑚2/𝑠) 

:Masse volumique                                                                                                       (𝑘𝑔/𝑚3)   

𝛿̅  : Épaisseurs  

𝛿1̅ : Épaisseurs de déplacement 

δ̅2 : Épaisseur de quantité de mouvement 

𝛿3̅ : Épaisseur d’énergie cinétique 

 𝐻  : Facteur de forme 

τ̅p : Contrainte partielle  

𝑐�̅� : Coefficient de frottement local 

𝑅𝑒: Nombre de Reynolds  

�̅�𝑒 : Composante transversale du champ de vitesse sur la frontière 

𝜓  : Fonction de courant. 

f ' : Fonction de Vitesse adimensionnelle. 

h  : Pas de discrétisation 
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Introduction 

Tout commença en 1904, lorsque Ludwig Prandtl donna un séminaire au Congres 

International de Mathématiques _a Heidelberg, sous le titre \Uber Flussigkeitsbewegungen bei 

sehr kleiner Reibung". 

Prandtl y expliqua que la viscosité d'un fluide joue seulement un rôle très prés de la paroi et ce 

d'autant plus que le nombre de Reynolds est grand, donc dans une couche infiniment mince (a 

nombre de Reynolds infini). On a donne le nom de Couche Limite à cette couche. En dehors 

de cette couche limite, le fluide peut être pris comme un fluide parfait, donc sans viscosité, il 

obéit aux équations d'Euler. L'écoulement complet peut alors être trouve par un couplage de la 

couche limite au fluide parfait. 

Dans ce rapport on expliquera comment l’utilisation des méthodes numériques de Runge-

Kutta d’ordre quatre et de  ‘’tir’’ combinées, nous permis dans une certaine mesure de décrire 

de la meilleure manière  possible les solutions numériques des équations dites de  ‘’Prandtl’’, 

équations différentielles non linéaires, qui régissent le champ de base de l’écoulement 

stationnaire et bidimensionnel d’un fluide newtonien, visqueux et incompressible dans la 

couche limite laminaire dans le cas où l’écoulement libre est de la forme uₑ(𝑥) =  c0𝑥
m. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 
 

I-Équations de la couche limite laminaire       

     I-1-Problème 

          I-1-1-Définition du problème. Notations 

 

                                           Fig. 1 : structure de la couche limite   

  La couche limite est une zone particulière d'écoulements cisaillés libre ou à paroi où se 

concentrent les gradients de vitesse, température (et concentration). On parle alors de couche 

limite dynamique, thermique. 

  La présence dune couche limite dans l’écoulement modifie les débits de masse, de quantité 

de mouvement ,et d’énergie cinetique.ces modifications peuvent-être détrités à laide 

d’épaisseurs caractéristiques que nous allons maintenant définir et calculer ensuite dans le cas 

de la couche limite laminaire.cse paramétrés caractéristiques sont dune grande importance 

pour les écoulements réels, car il est possible de les relier par des équation intégrales dont la 

résolution approximative conduit à de nombreux résultats. 

 

          

Fig 2 : Le développement de la couche limite le long d'un dièdre  
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         I-1-2- Formalisation. Approximations de la couche limite laminaire   

                          

∂u

∂x
~1    ,

∂u

∂y
~
1

𝛿
     , et

∂2u

∂x2
~1  ,

∂2u

∂y2
~
1

𝛿
                                                                  (1) 

  Pour estimer l'ordre de grandeur de tous les termes impliqués dans une bidimensionnelle 

incompressible équation de Navier-Stockes, nous introduisons d'abord les grandeurs sans 

dimension suivantes: 

𝑥∗ =
𝑥

𝐿
     , 𝑉∗ =

𝑉

𝑉∞
;  𝑃∗ =

𝑃

𝜌𝑉2
  , 𝑡∗ = 𝑡

𝑉∞
𝐿
  , 𝑅𝑒 =

𝜚𝑉∞𝐿

𝜇
=
𝑉∞𝐿

𝜈
                             (2) 

  L’introduction des grandeurs sans dimension (2) dans les équations de Navier Stokes; nous 

rencontrons le Re-nombre défini (2), pour lesquels nous avons besoin de trouver l'ordre de 

grandeur. Cela se fait en établissant un rapport entre les forces de convection qui dominent 

l'écoulement à l'extérieur des couches  limites. On  supposer que l'intérieur de la couche limite 

les forces de viscosité sont du même ordre de grandeur que les forces de convection. Cette 

hypothèse conduit à: 

𝑢

𝜈

∂u ∂x⁄

∂2u ∂y2⁄
~1                                                                                                                                          (3) 

  L’équation (3) peut être utilisé ti estimer l'ordre de grandeur de l'épaisseur de la couche 

limite δ et de le relier à la Re-nombre. La vitesse paisible et L comme l'échelle de longueur de 

référence dans la direction x, nous trouvons de l'ordre de grandeur  pour le numérateur de 

(3) :  

𝑢
∂u

∂x
~
U2∞

L
                                                                                                                                                (4) 

  L’échelle de longueur dans la direction y est l'épaisseur de la couche limite δ, de sorte que la 

relation suivante est vérifiée : 

ν
∂2u

∂y2
~ν
U∞

δ2
                                                                                                                                              (5) 

  En utilisant (4) et (5), nous estimons l'ordre de grandeur : 

𝑈∞
2 𝐿⁄

𝜈𝑈∞ 𝛿2⁄
~1                                                                                                                                                (6) 

  Insérant Re = U∞L ν⁄  dans (6), nous obtenons : 

𝛿

𝐿
= 𝑅𝑒

−
1
2     , ou (

𝛿

𝐿
)
2

=
1

𝑅𝑒
                                                                                                                  (7) 
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  La mise en œuvre (3) à (5) dans les équations de Navier-Stokes, nous obtenons sa version 

dimension: 

𝜕𝑉∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑉∗. ∇𝑉∗ = ∇𝑃∗ +

1

𝑅𝑒
∆𝑉∗                                                                                                          (8) 

  Décomposition (8), le x-composant avec son ordre de grandeur des rendements d'estimation :    

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥∗
+
1

𝑅𝑒
(
∂2u∗

∂x∗2
+
∂2u∗

∂y∗2
)                                                                 (9) 

  Même pour le composant y- nous avons : 

𝜕𝑣∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= −

𝜕𝑝∗

𝜕𝑦∗
+
1

𝑅𝑒
(
∂2𝑣∗

∂x2
+
∂2𝑣∗

∂y2
)                                                              (10) 

  Avec l'épaisseur de la couche limite dimensionδ∗ = δ L⁄  .Depuis δ∗ ≪ 1tous les termes avec 

l'ordre de grandeur de δ∗ peut être négligé à ceux qui ont l'ampleur de 1. 

Revenir aux dimensions des équations de Navier-Stokes et en supposant un flux constant, la 

conséquence de l'ordre de grandeur de l'estimation (9) est que le seul terme qui peut être 

omise est le .Ainsi terme cisaillement, la composante x du Navier Stokes se réduit à : 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜚

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝑣

∂2u

∂y2
                                                                                                        (11) 

  Avec u et v comme les composantes de vitesse on x et de y-direction. D'autre part, le seul 

terme dans la composante y est qui survit : 

0 + 0 = −
1

𝜚

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 0 + 0                                                                                                                     (12) 

  Avec l'équation de continuité : 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                                                                                                                          (13) 

  Le système de trois équations différentielles est complet qui permet de calculer la couche 

limite. le composant y ,Eq (12), qui indique à tout x-position arbitraire la pression à l'intérieur 

de la couche limite y compris le bord de la couche limite à y = δ reste constante, ce qui 

signifie que  p = p(x) cette implique que la pression à l'intérieur de la couche limite p(x) a la 

même valeur que l'extérieur .cette valeur est connue à partir de la solution non visqueuse, où 

elle peut être obtenue en différentiant l'équation de Bernoulli : 

−
1

𝜚

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝑈

𝜕𝑈

𝜕𝑥
                                                                                                                                     (14) 

  

 

    I-2-Équations locales 
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          I-2-1-Introduction de la fonction de courant 

𝜓(𝑥, 𝑦) = (𝑢ₑ𝜇𝑥)
1
2 𝑓(𝜂)                                                                                                                     (15) 

I-2-2-Solutions exactes des équations de la couche limite laminaire. 

                           Equation de Falkner-Skan 

  L’écoulement laminaire le long d'une plaque plane à gradient de pression zéro à une vitesse 

constante en dehors de la couche limite  présente la première application de la théorie de la 

couche limite de Prandtl. À partir de la couche limite de Prandtl (11), nous avons mis cela 

𝜕𝑝 𝜕𝑥⁄ = 0  mène à :        

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑣

∂2u

∂y2
                                                                                                                         (16) 

  Pour trouver une solution exacte pour la distribution de vitesse, Blasius introduit les 

coordonnées suivantes dimension au sein de la couche limite laminaire le long de la 

plaque plane: 

𝜉 =
𝑥

𝐿
   , 𝑒𝑡 𝜂 =

𝑦

𝛿
                                                                                                                               (17) 

  Avec L comme la Longueur de plaque et 𝛿 = 𝛿(𝑥) que l'épaisseur de la couche limite. à 

partir de (7), nous pouvons fixer 𝛿~√𝜈𝑥 𝑈∞⁄  et introduire une fonction de flux : 

𝜓 = 𝑓(𝜂)√𝜈𝑥𝑈∞                                                                                                                               (18) 

  Avec 𝜂 = 𝑦 𝛿⁄ = 𝑦 √𝜈𝑥 𝑈∞⁄⁄  et la composante de vitesse telle que défini : 

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
=
𝜕𝜓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦
 , 𝑣 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
                                                                                                 (19) 

  On obtient ainsi pour u et v les relations suivantes: 

𝑢 = (
𝜕𝑓

𝜕𝜂
√𝑣𝑥𝑈∞)√

𝑈∞
𝑣𝑥

= 𝑓′(𝜂)𝑈∞                                                                                              (20) 

Et  

𝑣 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑥
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝜂)√𝑣𝑥𝑈∞) = −√𝑣𝑥𝑈∞  

𝜕𝑓(𝜂)

𝜕𝜂
−
𝑓(𝜂)

2
√𝑣 𝑈∞ 𝑥⁄                                  (21) 

  En outre, conduit à la différenciation : 

𝑣 == −√𝑣𝑥𝑈∞  
𝜕𝑓(𝜂)

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
−
𝑓(𝜂)

2
√𝑣 𝑈∞ 𝑥⁄ =

1

2
√
𝑣𝑈∞
𝑥

(𝜂𝑓′(𝜂) − 𝑓(𝜂))                          (22) 

  Avec f′(η) = ∂f ∂η⁄  en utilisant la même procédure que dans de différenciation (20) et (21), 

on arrive à la dérivée de la vitesse en x et y direction: 
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

𝜂

2𝑥
𝑈∞𝑓

′′(𝜂)                                                                                                                            (23) 

  Dans la direction y : 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑈∞√

𝑈∞
𝑣𝑥

𝑓′′(𝜂)                                                                                                                           (24) 

  L’insertion de ces termes dans (16), nous arrivons à une équation différentielle ordinaire non 

linéaire du troisième ordre : 

2𝑓′′′(𝜂) + 𝑓(𝜂)𝑓′′(𝜂) = 0                                                                                                                 (25) 

  L’équation (25) développé par Blasius doit satisfaire à la condition de non-glissement à la 

paroi, à savoir : 

𝑦 = 𝜂 = 0:⟹  𝑢 = 𝑣0 , 𝑎𝑣𝑒𝑐   𝑢 = 𝑈∞𝑓
′(𝜂 = 0) = 0 ⇒ 𝑓′(𝜂 = 0) = 0                            (26) 

  Et à une certaine distance loin de la couche limite : 

𝑦 ≫ 𝛿: 𝑢 = 𝑈∞𝑓
′, ⇒ 𝑓′(𝜂 ≫ 𝛿) = 1                                                                                               (27) 

𝜏𝑤 = 𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 𝜇𝑈∞√
𝑈∞
𝑣𝑥

𝑓′′(0)                                                                                                   (28) 

  Pour une plaque plate ayant une longueur L, la force de frottement par unité de profondeur 

est calculée en intégrant l’équation  (28) : 

𝐹 = 𝑏∫ 𝜏𝑤𝑑𝑥
𝐿

𝑥=0

                                                                                                                                   (29) 

  L’insertion de l'équation (28) en (29), nous trouvons : 

𝐹 = 𝜇𝑏𝑈∞𝑓
′′(0)√

𝑈∞
𝑣
∫

𝑑𝑥

√𝑥

𝐿

𝑥=0

= 2𝑏𝑓′′(0)𝜚𝑈∞
2 𝐿 (

𝑈∞𝐿

𝑣
)
−1 2⁄

                                                  (30) 

  Avec b la profondeur de la plaque. Le coefficient de traînée est calculée à partir de : 

𝑐𝑓 =
𝐹

𝜚 2𝑈∞2 𝑏𝐿⁄
=
4𝑓′′(0)

√𝑅𝑒
=
1.328

√𝑅𝑒
                                                                                                (31) 

Avec 𝑓′′(0) = 0.332 

  Nous supposons un gradient pression à l'extérieur de la couche limite et exigeons que les 

solutions doivent satisfaire à la condition de similarité: 

𝑢(𝑥1, 𝜂1)

𝑈(𝑥1)
=
𝑢(𝑥2, 𝜂2)

𝑈(𝑥2)
                                                                                                                          (32) 

  Avec  η = y g(x)⁄  maintenant nous considérons un ensemble de l'équation différentielle 

constitué de la continuité et l'équation de Navier-Stokes avec un terme de gradient de pression 

non nul dans  la composante x: 
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                                                                                                                         (33) 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑈

𝑑𝑈

𝑑𝑥
+ 𝑣

∂2u

∂y2
                                                                                                           (34) 

  L’introduction d'une fonction de courant  ψ = ψ(x, y) avec : 

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
=
𝜕𝜓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦
 , 𝑣 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
                                                                                                   (35) 

  L’équation du mouvement dans la direction x devient : 

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= 𝑈

𝑑𝑈

𝑑𝑥
+ 𝑣

∂3ψ

∂y3
                                                                                             (36) 

  Qui doit satisfaire les conditions aux limites u = ∂ψ/ ∂y = 0 et v = ∂ψ/ ∂x  pour y=0 et 

∂ψ/ ∂y = U à  y = ∞  .en outre, nous exigeons que la distribution de vitesse en dehors de la 

couche limite suit une fonction de simple puissance : 

𝑈(𝑥) = 𝐶𝑥𝑚   , 𝑈
𝑑𝑈

𝑑𝑥
= 𝐶2𝑚𝑥2𝑚−1                                                                                                  (37) 

  Introduire la même relation pour la fonction de courant comme Eq (18), à savoir: 

𝜓 = 𝑓(𝜂)√𝜈𝑥𝑈∞                                                                                                                                  (38) 

  Avec la même dimension de similitude de coordonnées que dans la section précédente 𝜂 =

𝑦 𝛿⁄ = 𝑦 √𝜈𝑥𝑈∞⁄  ; (36) est transformée en une équation différentielle ordinaire : 

𝑓′′′ +
𝑚 + 1

2
𝑓𝑓′′ + 𝑚(1 − (𝑓′)2) = 0                                                                                                           (39) 

  Ceci est l’équation Falkner-Skan qui décrit un écoulement laminaire passé un coin. 

𝛽 = 𝜋
𝑚

𝑚+ 1
                                                                                                                                                         (40) 

     

 

 

 

 

         I-2-3-Solution approchée de Pohlhausen 
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  Pohlhausen choisit un polynôme du quatrième degré(P4), bien qu’il soit possible d’utiliser 

aussi d’autres types de polynôme de degré plus ou moins élevé, donnant le profil de vitesse 

dans la couche limite. 

                  

∧= −
𝑑p

𝑑𝑥

𝛿

𝜇𝑈 𝛿⁄
=
𝛿2

𝜈

𝑑𝑈

𝑑𝑥
                                                                                                                    (41) 

  En tant que paramètre. Pour obtenir une solution, Pohlhausen définir: 

𝑢

𝑈
= ∑𝑎𝑖𝜂

𝑖 = 𝑎1𝜂 + 𝑎2𝜂
2 + 𝑎3𝜂

3 + 𝑎4𝜂
4

4

𝑛=1

                                                                               (42) 

  Avec 𝑎𝑖 constantes libres qui doivent satisfaire la continuité et les conditions aux limites de 

Navier-Stokes pour des solutions exactes : 

𝑦 = 0:  𝑣
∂2u

∂y2
=
1

ρ

dp

dx
= −U

dU

dx
                                                                                                       (43) 

𝑌 = 𝛿:   𝑢 = 𝑈,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0,

∂2u

∂y2
= 0                                                                                     (44) 

  Les conditions aux limites ci-dessus sont suffisantes pour trouver les coefficients 𝑎𝑖 il n'y a 

pas besoin de définir explicitement la condition de non-glissement à la paroi : 

𝑎1 = 2 +
∧

6
; 𝑎2 = −

∧

2
; 𝑎3 = −

∧

2
; 𝑎4 = 1 −

∧

6
                                                                             (45) 

  Et où le profil de vitesse peut être exprimée en fonction de: 

𝑢

𝑈
= (2𝜂 − 2𝜂3 + 𝜂4) +

∧

6
(𝜂 − 3𝜂2 + 3𝜂3 − 𝜂4)                                                                        (46) 

 

 

 

 

I-3-Condition de compatibilité. Décollement 
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  La condition de compatibilité à la paroi : 

𝑦 = 0 ∶  −
1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝜈(

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)𝑦=0 = 0                                                                                                   (47) 

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)𝑦=0 =

1

𝜈

𝑑𝑝

𝑑𝑥
=
𝑢ₑ

𝜈

𝑑𝑢ₑ

𝑑𝑥
                                                                                                                (48) 

  Les conditions aux limites pour la fonction u(x, y) : 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑦 = 0   ∶

{
 
 

 
 

 𝑢 = 0

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −

𝑢ₑ

𝜈

𝑑𝑢ₑ

𝑑𝑥

 
𝜕3𝑢

𝜕𝑦3
= 0 ,

𝜕4𝑢

𝜕𝑦4
=
1

𝜈

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 , 𝑒𝑡𝑐 …

 

𝑦 → ∞   {

   𝑢 → 𝑢ₑ

 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
→ 0 , … . ,

𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑦
→ 0

                                                                         (49)                

     I-4-Caractéristiques dynamiques de la couche limite laminaire. Théorie de la 

méthode intégrale.  

  La présence d’une couche limite dans l’écoulement modifie les débits de masse, de quantité de 

mouvement, et d’énergie cinétique .ces modifications peuvent-être détrités à l’aide d’épaisseurs 

caractéristiques que nous allons maintenant définir et calculer ensuite dans le cas de la couche limite 

laminaire. Se paramétrés caractéristiques sont d’une grande importance pour les écoulements réels, 

car il est possible de les relier par des équations intégrales dont la résolution approximative conduit à 

de nombreux résultats.   

      -Épaisseurs dynamiques de couche limite 

a)Epaisseurs de la couche limite 

  L’épaisseur de couche limite 𝛿 définit la dimension transversale de la couche limite. Dans une 

section donnée, cette épaisseur correspond à l’ordonnée du point ou la vitesse axiale atteint 99% de sa 

valeur dans l’écoulement externe. 

µ(𝑥, 𝛿)

µ𝑒(𝑥)
= 0,99                                                                                                                                                      (50) 

  Cette définition un peu arbitraire permet de déterminer de façon précise la frontière de la couche 

limite. 

b) Épaisseurs de déplacement  
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  Soit Py, la normale au point P dans une section donnée X de la paroi le long de laquelle s’écoule le 

fluide. La vitesse et la masse volumique dans l’écoulement libre au point P sont respectivement égale 

à u et à .soit u la vitesse et O la masse volumique du fluide en un point M de la normale Py situé, dans 

la couche limite, à la distance y de la paroi. 

  Nous appellerons épaisseur de déplacement au point P la longueur 𝛿1, définie par la relation 

                                          

𝛿1 = ∫ (1 −
𝜌µ

𝜌𝑒µ𝑒
) 𝑑𝑦

𝛿

0

                                                                                                                                    (51) 

 

Fig 3:Épaisseur de couche limite et épaisseur de déplacement 

  Pour interpréter cette longueur, nous considérons le débit-masse de fluide passant dans une section X 

de la couche limite d’épaisseur 𝛿 sur laquelle la vitesse varie rapidement ; rapporté, dans le cas d’un 

écoulement plan , à l’unité de largeur de la paroi, il s’écrit : 

 ṁ = ∫ 𝜌𝑢𝑑𝑦 
 𝛿

0

                                                                                                                                                     (52) 

  Si l’écoulement était celui d’un fluide non visqueux, la couche limite serait absente et le débit-masse 

à travers la même section aurait pour expression : 

ṁ𝑒 = ∫ 𝜌𝛿𝑢𝛿𝑑𝑦
𝛿

0

                                                                                                                                                 (53) 

  La présence de la couche limite entraine donc une modification de débit-masse dont la valeur est de : 

ṁ𝑒 −ṁ = ∫ (𝜌𝛿𝑢𝛿 − 𝜌𝑢) 𝑑𝑦
𝛿

0

                                                                                                                        (54) 

  On pourrait donc assurer le même débit en épaississant la paroi, vers l’extérieur, de la longueur δ’
1 , 

définie par : 

(𝛿 − δ’1)𝜌𝛿𝑢𝛿 = ∫ 𝜌𝛿𝑢𝛿𝑑𝑦
𝛿

0
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𝜌𝛿𝑢𝛿δ’1 = 𝛿𝜌𝛿𝑢𝛿 −∫ 𝜌𝛿𝑢𝛿𝑑𝑦
𝛿

0

= ∫ (𝜌𝛿𝑢𝛿 − 𝜌𝑢) 𝑑𝑦
𝛿

0

= ṁ𝑒 −ṁ 

D’où : 

 δ’1 = ∫ (1 −
𝜌µ

𝜌𝑒µ𝑒
) 𝑑𝑦

𝛿

0

 

  S’il est en effet physiquement dénue de sens de considérer la couche limite comme ayant une 

épaisseur unifie, on peut très bien faire le calcul de l’intégrale précédente(2) jusqu’à l’infinie en 

extrapolant, au-delà de l’épaisseur  𝛿 , la loi de variation de  𝜌𝑢  en fonction de𝑦  qu’aura donnée 

l’expérience ou le calcul. On obtient alors l’expérience on (1) de 𝛿1  

  L’interprétation physique précédente justifie l’expression épaisseur de déplacement : c’est la distance 

de laquelle un écoulement de fluide parfait est déplacé par rapport à la paroi du fait du ralentissement 

de l’écoulement à l’intérieur de la couche limite. Donc c’est la distance dont il faudrait déplace, en 

chaque point, la paroi vers l’écoulement, pour que le débit-masse reste le même en écoulement de 

fluide non visqueux  

En écoulement incompressible :  

𝛿1 = ∫ (1 −
µ

µ𝑒
)

∞

0

                                                                                                                                                 (55) 

𝛿1 = ∫(1 −
𝜇

𝜇𝑒

∞

0

) 𝑑𝑦                                                                                                                                            (56) 

µ𝑒 𝛿1 = ∫ µ𝑒

∞

0

 𝑑𝑦 − ∫ 𝜇 𝑑𝑦

∞

0

                                                                                                                            (57) 

 

 

 

 

 

 

       c) Épaisseur de quantité de mouvement  
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  Dans les mêmes conditions et avec les mêmes notations que précédemment, nous appelons épaisseur 

de quantité de mouvement au point P, la longueur S2 définie par la relation : 

 

δ2 = ∫
𝜌𝜇

𝜌e𝜇e

∞

0

(1 −
𝜇

𝜇e

) 𝑑𝑦                                                                                                                                    (58) 

  Pour interpréter cette longer, nous considérons, à présent dans le cas de l’écoulement plan, les débits 

de quantité de mouvement lies à l’existence de la couche limite d’épaisseur S soit :  

  Nous allons comparer le débit de quantité de mouvement réellement présent dans la couche limite à 

celui qui aurait le même débit –masse passant à l’intérieur de la couche limite, mais dont la vitesse 

serait la vitesse de l’écoulement externe (ou libre). 

ṁ=∫ 𝜌𝜇
𝛿

0
𝑑𝑦 , le débit masse passant dans la couche limite. 

    ∫ 𝜇² 𝑑𝑦
𝛿

0
   , le débit de quantité de mouvement réellement présent dans la couche limite d’épaisseur δ. 

µδ=∫ (𝜌
𝛿

0 δµδ−𝜌𝜇)𝑑𝑦 ,le débit de quantité de mouvement du fluide qu’à l’amont  du point considéré a 

été progressivement éloigné de la région voisine de la paroi, en conservant la vitesse µδ  et en 

traversant la droite parallèle à la plaque, définie par l’ordonnée δ correspondant au point P. 

  Avec un fluide non visqueux, le débit de quantité de mouvement serait égal à la somme des deux 

précédents en déplaçant la paroi vers l’extérieur de la longueur δ’2 tell que : 

(𝛿 − 𝛿′2)𝜌𝛿𝜇
2
𝛿 = ∫𝜌𝜇² 𝑑𝑦

𝛿

0

+ 𝜇𝛿∫(𝜌𝛿𝜇𝛿 − 𝜌𝜇) 𝑑𝑦

𝛿

0

                                                                                (59) 

  D’où la relation de comparaison des débits de quantité de mouvement réel dans la couche limite et de 

l’écoulement dont la vitesse serait la vitesse externe pour un même débit-masse passant à l’intérieur de 

cette couche limite. 

𝜇𝛿 ∫ 𝜌𝜇 𝑑𝑦
𝛿

0
 , le débit de quantité de mouvement de l’écoulement qui aurait le même débit –masse ṁ 

passant à l’intérieur de la couche limite mais dont la vitesse serait la vitesse externe µδ . 

Ainsi, 

𝛿′2 = ∫
𝜌𝜇

𝜌𝛿𝜇𝛿

𝛿

0

(1 −
𝜇

𝜇𝛿
) 𝑑𝑦                                                                                                                                (60) 
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𝛿 → ∞: (
𝜇𝛿
𝜌𝛿
) → (

𝜇𝑒
𝜌𝑒
) : 𝛿′2 → 𝛿2 = ∫

𝜌𝜇

𝜌𝑒𝜇𝑒

∞

0

(1 −
𝜇

𝜇𝑒
) 𝑑𝑦                                                                            (61) 

  δ2 , homogène à une longueur , représente l’épaisseur de perte de quantité  de mouvement due à la 

couche limite , relativement représente la perte de débit de masse. L’expression « épaisseur de quantité 

de mouvement » est plus courte. Cette quantité joue un rôle important dans l’analyse du processus de 

décollement et dans les études basées sur l’équation intégrale de Karman, et sert à calculer la 

contrainte à la paroi. 

Pour un fluide incompressible ;     

𝛿2 = ∫
µ

µ𝑒

∞

0

(1 −
µ

µ𝑒
) 𝑑𝑦                                                                                                                                      (62) 

d) Épaisseur d’énergie cinétique 

  Nous appelons épaisseur d’énergie cinétique au point P, la longueur définie par la relation : 

𝛿3 = ∫
𝜌𝜇

𝜌𝑒𝜇𝑒

∞

0

(1 −
𝜇2

µ𝑒
2) 𝑑𝑦                                                                                                                                  (63) 

  L’interprétation de cette épaisseur s’obtient aisément en remplaçant quantité de mouvement par 

énergie cinétique dans le raisonnement précédent : 

∫ 𝜌
𝜇3

2
𝑑𝑦

𝛿

0
 : le débit de quantité d’énergie cinétique réellement présent dans couche limite d’épaisseur 

δ. 

µ𝛿
2

2
∫ (𝜌𝛿𝜇𝛿 − 𝜌𝜇)𝑑𝑦
𝛿

0
 : Le débit d’énergie cinétique du fluide qui à l’amont du point considéré a été 

progressivement éloigne du régime voisine de la paroi, en conservant la vitesse µδ et en traversant la 

droite parallèle à la plaque définie par l’ordonnée δ correspondant au point P. 

  Avec le fluide non visqueuse, le débit de quantité de mouvement serait égal à la somme des deux 

précédents en déplaçant la paroi vers l’extérieure de la longueur δ’3 telle que :  

(𝛿 − 𝛿3
′)𝜌𝛿

𝜇𝛿
3

2
= ∫𝜌

𝜇3

2
𝑑𝑦

𝛿

0

+
µ𝛿
2

2
∫(𝜌𝛿𝜇𝛿 − 𝜌𝜇)𝑑𝑦

𝛿

0

                                                                                  (64)  

  D’où la relation de comparaison des débits d’énergie cinétique réelle dans la couche limite et de 

l’écoulement dont la vitesse serait la vitesse externe pour un même débit-masse passant à l’intérieur de 

cette couche limite :   
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   𝛿3
′𝜌𝛿𝜇𝛿

3 = µ𝛿
2∫𝜌𝜇𝑑𝑦

𝛿

0

−∫𝜌𝜇3𝑑𝑦

𝛿

0

= ∫(µ𝛿
2 − µ2)

𝛿

0

𝜌𝜇𝑑𝑦                                                                         (65) 

  
µ𝛿
2

2
∫ 𝜌𝜇𝑑𝑦
𝛿

0
 : Le débit d’énergie cinétique de l’écoulement qui aurait le même débit-masse           

   ṁ = ∫ 𝜌𝜇𝑑𝑦
𝛿

0
 , mais dont la vitesse serait la vitesse externe µδ. 

  L’équation (5) se transforme alors en la relation : 

𝛿3
′ = ∫

𝜌𝜇

𝜌𝛿𝜇𝛿
(1 −

𝜇2

µ𝛿
2) 𝑑𝑦

𝛿

0

                                                                                                                                  (66) 

𝛿 → ∞ ∶  (
µ𝛿
𝜌𝛿
)  →  (

µ𝑒
𝜌𝑒
) ∶  𝛿3

′  →  𝛿3 = ∫
𝜌𝜇

𝜌𝑒𝜇𝑒

∞

0

(1 −
𝜇2

µ𝑒
2) 𝑑𝑦                                                                    (67) 

  δ3 , homogène à une longueur représente l’épaisseur de perte d’énergie cinétique car elle mesure la 

perte d’énergie cinétique due à la couche limite , relativement à l’écoulement extérieur de même que 

l’épaisseur de déplacement et de quantité de mouvement représentent respectivement la perte de débit-

masse et la perte de quantité de mouvement.  

En écoulement incompressible,        

 𝛿3 = ∫
𝜌𝜇

𝜌𝑒𝜇𝑒

∞

0

(1 −
𝜇2

µ𝑒
2) 𝑑𝑦                                                                                                                                (68)  

e) Facteur de forme  

  Le rapport H de l’épaisseur de déplacement δ1 est un paramétré que l’on introduit fréquemment dans 

les calculs de la couche limite. 

𝐻 =
𝛿1
𝛿2
                                                                                                                                                                   (69) 

𝐻 =
∫ (1 −

𝜌𝜇
𝜌𝑒𝜇𝑒

)
∞

0
𝑑𝑦

∫
𝜌𝜇
𝜌𝑒𝜇𝑒

(1 −
µ
µ𝑒
)

∞

0
𝑑𝑦
                                                                                                                                 (70) 

    

 

II-Résolution des équations de la couche limite laminaire 

II-1-Recherche des solutions semblables 
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II-1-1-Hypothèse de similitude 

 Chercher u(x, y) qui satisfasse l’équation de Karman, ainsi qu’un certain nombre de 

conditions aux limites ; et admettre que cette expression constitue une forme approchée du 

profil exacte. 

 Supposer que les solutions sont affines de la forme : 

 
𝑢

𝑢ₑ
= 𝑓(𝜂)                      ;          𝜂 =

𝑦

𝛿(𝑥)
                                                                                         (2.1) 

 Au lieu de trouver les conditions aux limites asymptotiques, les conditions sont 

supposées vérifiées pour y=δ. 

II-1-2-Grandeurs caractéristiques de la couche limite laminaire 

  Pour la couche limite laminaire en écoulement incompressible sur une paroi plane en la 

présence  (m ≠ 1)  , ou en l’absence (m = 0)   de gradient de pression, il est intéressant 

d’exprimer les épaisseurs δ ; δ1 ; δ2, la contrainte partielle 𝜏𝑝, le coefficient de frottement 

locale 𝑐𝑓  et la composante transversale du champ de vitesse sur la frontière de la couche 

limite à l’aide de la fonction 𝑓(𝜂) :  

Le nombre de Reynolds : 

𝑅ₑ =
𝑥𝑢ₑ

𝜈
                                                                                                                                              (2.2) 

L’épaisseur de la couche limite : 

𝛿

𝑢(𝑥, 𝛿)
𝑢ₑ

 = 𝑓′ = 0.99 , à 1%                                                                                                              (2.3) 

L’épaisseur de déplacement,𝜹𝟏: 

𝛿𝚤 = ∫ (1 −
𝑢

𝑢ₑ

∞

0

)𝑑𝑦                                                                                                                            (2.4) 

𝛿1 =
𝑥

(𝑅ₑ)
1
2

∫ (1 − 𝑓′)𝑑𝜂
𝜂∞

0

                                                                                                             (2.5) 

∫ (1 − 𝑓′)𝑑𝜂
𝜂∞

0

= 𝜂∞ − 𝑓(𝑥, 𝜂∞) + 𝑓(𝑥, 0)                                                                                   (2.6) 

𝛿1 = 𝛿1̅
𝑥

(𝑅ₑ)
1
2

  →  𝛿1̅ = 𝜂∞ − 𝑓(𝑥, 𝜂∞)                                                                                         (2.7) 



16 
 

  

L’épaisseur de quantité de mouvement,𝜹𝟐: 

𝛿2 = ∫
𝑢

𝑢ₑ

∞

0

(1 −
𝑢

𝑢ₑ
)𝑑𝑦                                                                                                                     (2.8) 

𝛿2 =
𝑥

(𝑅ₑ)
1
2

∫ 𝑓′(1 − 𝑓′)𝑑𝜂
𝜂∞

0

                                                                                                          (2.9) 

𝛿2 = 𝛿2̅
𝑥

(𝑅ₑ)
1  
2

→  𝛿2̅  = ∫ 𝑓′(1 − 𝑓′)𝑑𝜂
𝜂∞

0

                                                                              (2.10) 

Le facteur de forme, 𝑯 : 

𝐻 =
𝛿1
𝛿2
    →      �̅� =

𝛿1̅

𝛿2̅
                                                                                                                   (2.11) 

La contrainte partielle,  𝝉𝒑 : 

𝜏𝑝

𝜌𝑢ₑ2
= 𝜏�̅�

𝑥

(𝑅ₑ)
1
2

      →          𝜏�̅�  = 𝑓"(0)                                                                                    (2.12) 

Le coefficient de frottement locale,𝒄𝒇 : 

𝑐𝑓 =
𝜏𝑝

1
2 𝜌𝑢ₑ

2
                                                                                                                                        (2.13) 

𝑐𝑓 = 𝑐�̅�
𝑥

(𝑅ₑ)
1
2

     →         𝑐�̅� = 2𝜏�̅� = 2𝑓"(0)                                                                             (2.14) 

 

 

 

La composante transversale du champ de vitesse sur la frontière de la couche limite, (𝒗𝒆) : 

𝑣 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= −

𝜕 [(𝑢ₑ𝜈𝑥)
1
2𝑓(𝜂)]

𝜕𝑥
                                                                                                   (2.15) 



17 
 

𝑣 =
𝑢ₑ

(𝑅ₑ)
1
2

 (
𝜂

2
𝑓′ −

𝑚 + 1

2
𝑓)                                                                                                        (2.16) 

𝑣ₑ = 𝑣(𝑥, 𝛿 → ∞)                                                                                                                            (2.17) 

𝑣ₑ =
𝑢ₑ

(𝑅ₑ)
1
2

 
1

2
[𝜂∞ − (𝑚 + 1)𝑓(𝜂∞ )]                                                                                        (2.18)  

𝑣ₑ = 𝑣ₑ̅
𝑢ₑ

(𝑅ₑ)
1
2

         →         𝑣ₑ̅ =
1

2
[𝜂∞ − (𝑚 + 1)𝑓(𝜂∞ )]                                                    (2.19) 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-2-Adaptation de l’équation de Falkner-Skan à la résolution numérique 

 II-2-1-Traitement des conditions aux limites .Méthode de ‘’tir’’ 

   II-2-1-1-Méthode numérique utilisée. Méthode de Runge-Kutta 
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  Intégration numérique .méthode de Runge–Kutta à l’ordre quatre. 

Condition à la limite :  

𝜂 = 0 ∶  𝑓(0) = 0 , 𝑓′(0) = 0                                                                                                                       (2.20)    

                                

𝜂 = ∞ ∶  𝑓′(𝜂∞) = 1                                                                                                                                       (2.21) 

 

Système ordinaire                                                                  condition initiales 

𝐹’ = 𝑢                                                                                                               , 𝐹(0) = 0 

𝑢’ = 𝑇                                                                                                               , 𝑢(0) = 0 

𝑇’ = −𝑚 + 1/2 −𝑚(1 − 𝑢2)                                                                    , 𝑇(0) = 𝑐 

𝑄’ = 𝑍                                                                                                              , 𝑄(0) = 0 

𝑍’ = 𝑊                                                                                                             , 𝑍(0) = 0 

𝑊’ = −𝑚 + 1/2(𝐹𝑊 + 𝑇𝑄) + 2𝑚𝑢𝑍                                                    ,𝑊(0) = 1 

    

 

   L’application de la méthode numérique de ‘’tir’’  permet d’établir le schéma numérique 

indiqué par l’organigramme.2. 

       II-2-1-2Méthode de calcul approchée de c. Méthode de Newton 

1) choix de c 

𝐶𝑖 + 1 = 𝑐𝑖 −
𝑢(𝜂∞; 𝐶𝑖) − 1

𝑍(𝜂∞; 𝐶𝑖)
                                                                                                         (2.22) 

(4) {
𝑠𝑖|𝐶𝑖+1 − 𝐶𝑖| > 휀                                 retour en 2

𝑠𝑖|𝐶𝑖+1 − 𝐶𝑖| < 휀           le probleme est résolu
 

  La recherche de la racine de 𝑦(𝑐) = 0 Prut donc (4) être effectué a l’aide d’une itération 

dans laquelle la valeur itérée 𝐶𝑖+1 est déduite de la valeur  𝐶𝑖 à l’aide de :  
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𝐶𝑖+1 = 𝐶𝑖 −
𝑦(𝐶𝑖)

𝜕𝑦
𝜕𝑐
(𝐶𝑖)

                                                                                                                         (2.23) 

𝐶𝑖+1 = 𝐶𝑖 −
𝑢(𝜂∞;𝐶𝑖)−1
𝜕𝑢

𝜕𝐶
(𝜂∞;𝐶𝑖)

 

𝐶𝑖+1 = 𝐶𝑖 − y(𝐶𝑖) = 0 

 

 

Détermination de 
𝜕𝑢

𝜕𝐶
(𝜂∞; 𝐶𝑖) 

𝒬 =
𝜕𝐹

𝜕𝐶
(𝜂, 𝐶)               𝑍 =

𝜕𝑢

𝜕𝐶
(𝜂; 𝐶)               𝑊 =

𝜕𝑇

𝜕𝐶
(𝜂;𝐶)                                                       (2.24) 

𝑄′ = 𝑍                                 𝑄(0) = 0 

Système variationnel {
𝑍′ = 𝑊                                                                                 𝑍(0) = 0

𝑊′ =
𝑚+1

2
(𝐹𝑊 + 𝑇𝒬) + 2𝑚𝑢𝑍                                   𝑊(0) = 0

} 

  L’intégration simultanée des deux systèmes initial et virationnel à partir des conditions 

initiales respective donne donc 𝑢(𝜂∞; 𝐶𝑖) et sa dérivée : 

𝑍(∞,𝐶) =
𝛿𝜇

𝛿𝑥
(𝜂∞; 𝐶)                                                                                                                      (2.25) 

  La formule de l’itération fournit la nouvelle valeur de C et une nouvelle intégration peut être 

effectuée, on peut l’itération lorsque l’écart |𝐶𝑖+1 − 𝐶𝑖| < 휀  ou encore lorsque                

|𝑢(𝜂∞ − 𝐶𝑖) − 1| < 휀2 ; les valeurs 휀1,휀2 sont choisies à priori aussi faible que possible. 

 

 

 

 

III-Interprétation physique du paramètre c 

 
  L’interprétation physique du paramètre c est rendue nécessaire pas le rôle important que ce 

paramètre joue dans le processus de recherche de la solution numérique d’un problème aux 

limite tel que l’écoulement dans la couche limite laminaire étudiée. 

En générale ce cas jamais satisfait mais on peut 

arrenter l’ente ration l’écart  

|𝐶𝑖+1 − 𝐶𝑖| > 휀 Une valeur aussi faible que 

possible fixée priori 
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Soient dans le milieu fluide en écoulement dans la couche limite laminaire que nous étudions, 

deux couches fluides frottant l’une sur l’autre et dans un élément de leur surface commune 

(fig4) 

 

Fig 4 

  L’action de contact exercée sur la surface ds par le fluide supérieur (1)(vitesse dv+v) est une 

force oblique ayant pour composante normale dfn (force normale de pression) et pour 

composante tangentielle dfn cette composante tangentielle est due à la viscosité. Elle provient 

de la différence de vitesse dv existant entre deux élément fluide voisins et tondant à déformer 

le fluide .la formule de Newton nous donne : 

dft = u (
∂v

∂n 
) ds 

 

   La force de viscosité est proportionnelle à la surface au gradient de vitesse le long de 

normale à cette surface .le coefficient de proportionnelle 𝜇 de cette formule n’est autre que la 

viscosité dynamique du fluide. 

  La relation est valable en grandeur et en signe à condition d’orienter la normale dans la 

direction du fluide dont on cherche l’action de contact sur la surface, la force étant comptée 

positivement dans le même sens que la vitesse. 

   Cette relation est également valable à la paroi solide qui exerce une force retardatrice sur le 

fluide incompressible en écoulement permanent dans la couche limite laminaire considérée.               

C’est d’ailleurs en cet endroit que les forces sont le plus souvent maximales, car la gradient de 

vitesse dans la direction y est le plus élevé. 



21 
 

  En coordonnées cartésiennes, la condition tangentielle locale à la paroi est donné par(ce qui 

correspond à 𝜂 = 0) : 

τp = (dft ds⁄ )p = µ(∂u ∂y⁄ )p                                                                                                          (3.1) 

  Et le coefficient de frottement local, 𝑐𝑓 , qui compare τp à l’énergie cinétique par unité de 

volume : 

𝑐𝑓 = τp (1 2ρu⁄ )⁄                                                                                                                                (3.2) 

 

Notons que :                                        𝑅𝑒 = (𝑢𝑒 𝛾⁄ )                                                                   (3.3) 

 

η = y√ue γx⁄                                                                                                                                        (3.4) 

𝜕𝜂

𝜕𝑦
= √ue γx⁄ = 𝜂 𝑦⁄                                                                                                                         (3.5)  

𝑢

𝑢𝑒
= 𝑓′(𝜂)                                                                                                                                           (3.6)   

𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 𝜇𝑢𝑒√𝑢𝑒 𝛾𝑥𝑓′′(0)⁄                                                                                                             (3.7) 

𝑓′′(0) = 0                                                                                                                                              (3.8) 

𝑐 = (1 2⁄ )𝑐𝑓 𝑅𝑒                                                                                                                                     (3.9) 

Donc : 𝑐𝑓 = τp (1 2ρu⁄ )⁄ = (2 𝑅𝑒
1

2⁄ ) c                                                                                       (3.10)  

   Le paramètre c peut être interpréter comme le coefficient de frottement local à un facteur : 

1
2⁄ (𝑅𝑒)

1

2 Prés  

  Il résulte que pour x,ue,ρ, γ,nous pourrons utiliser les courbes représentatives c=f(m) ;valeur 

de c en fonction de m, pour calculer la contrainte tangentielle locale à la paroi τp , 

correspondante à toute valeur de c qui lui est proportionnelle.    

IV-Traitement numérique de l’équation de  Falkner-Skan  

  L’adaptation des équations différentielles non linéaire aux limites aux méthodes numériques 

de Runge-kutta d’ordre 4 et de Newton pour obtenir la solution exacte des équations de 
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Navier –stokes de la couche limite laminaire de l’écoulement autour d’un obstacle, est 

représentée par l’organigramme IV (a et b) : Annexe A  

  Les valeurs adimensionnelles de fonctions f(η), f'(η), et f''(η) avec m comme paramètre   sont 

représentées par : 

m -0.0904 -0.0654 0.0 1
9⁄  1

3⁄  1.0 

Tableau 4 5 2 7 6 3 

 

  Les valeurs adimensionnelles du coefficient de frottement pariétal en fonction de m, c=f(m), 

sont représentées par : 

 C=f(m) 

Tableau 1 

  

  La détermination des fonction 𝑓, 𝑓′𝑒𝑡 𝑓′′  permet le calcul de toutes les grandeurs 

adimensionnelles des caractéristiques dynamiques (𝛿̅ , 𝛿1̅ , 𝛿2̅ , �̅�, 𝜏�̅� , 𝑐�̅� ,�̅�𝑒 ) en fonction du 

paramètre géométrique m .Ces valeurs sont représentées par : 

 

𝑚 -0.0904 -0.0654 0.0 1
9⁄  1

3⁄  1.0 

Tableau 10 11 8 13 12 9 

 

 

 

 

 

 

 

 

Courbes 

   La variation du coefficient de frottement pariétal en fonction de m : c=f(m) sont représentées  

par : 
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 C=f(m) 

Figure  5 

 

  Les profils adimensionnels de distribution des vitesses : 
u

ue
 =f ′(η), et de f ′′(η) pour diverses 

valeurs de m sont représentées par :  

 

𝑚 -0.0904 -0.0654 0.0 1
9⁄  1

3⁄  1.0 

Figure  8 9 6 11 10 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

V-Évaluation numérique de l’équation polynomiale de la solution approchée   

  L’évaluation numérique de  la solution  approchée de Pohlhausen et représentée par par 

l’organigramme V : Annexe A  
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  Les valeurs adimensionnelles de la distribution des vitesses  de la solution approchée,
u

ue
 =P 

(η), pour diverses valeurs du paramètre Λ sont représentés par : 

 

𝛬 Λ = 0 Λ = 12 Λ = −12 Λ = 15 Λ = −15 Λ = 20 Λ = −20 

Tableau 14 

 

 

𝛬 Λ = 25 Λ = −25 Λ = 30 Λ = −30 

Tableau 15 

 

 Courbes  

   Les profils adimensionnels de distribution des vitesses  de la solution approchée :  

                    
u

ue
 = P (η)  pour diverses valeurs du paramètre Λ sont représentés par :                

𝛬 Λ = 0 Λ = 12 Λ = −12 Λ = 15 Λ = −15 Λ = 20 Λ = −20 

Figure  12 

 

 

𝛬 Λ = 25 Λ = −25 Λ = 30 Λ = −30 

Figure  12 

 

 

 

 

 

VI-Résultats 

VI-1-Tableaux 

        VI-1-1-Valeurs adimensionnelles du coefficient de frottement pariétal en fonction de  
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                   m : c=f(m)   

m c 

     

      0.0000000E+00           0.3320574E+00       

      0.2000000E-01           0.3702049E+00 

      0.4000000E-01           0.4051459E+00  

      0.6000000E-01           0.4375628E+00 

      0.8000000E-01           0.4679248E+00 

      0.9999999E-01           0.4965717E+00 

      0.1200000E+00           0.5237592E+00 

      0.1400000E+00           0.5496851E+00 

      0.1600000E+00           0.5745069E+00 

      0.1800000E+00           0.5983515E+00 

      0.2000000E+00           0.6213239E+00 

      0.2200000E+00           0.6435114E+00 

      0.2400000E+00           0.6649877E+00 

      0.2600000E+00           0.6858160E+00 

      0.2800000E+00           0.7060506E+00 

      0.3000000E+00           0.7257385E+00 

      0.3200000E+00           0.7449211E+00 

      0.3400000E+00           0.7636351E+00 

      0.3600000E+00           0.7819125E+00 

      0.3800000E+00           0.7997820E+00 

      0.4000000E+00           0.8172693E+00 

      0.4200000E+00           0.8343980E+00 

      0.4400001E+00           0.8511887E+00 

      0.4600001E+00           0.8676605E+00 

      0.4800001E+00           0.8838305E+00 

      0.5000001E+00           0.8997146E+00 

      0.5200000E+00           0.9153276E+00 

      0.5400000E+00           0.9306824E+00 

      0.5600000E+00           0.9457914E+00 

       0.5800000E+00           0.9606661E+00 

                                       Tableau :1 

 

         VI-1-2- Valeurs adimensionnelles de fonctions f(η), 𝒇′(η), et  𝒇′′(η) en fonction du  

                      paramètre m     
 

-La vitesse numerique de profi adimentionnel de distibution des vitesses       pour m=0 

 
                m= 0.0000000E+00   c= 0.3320575E+00 
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η f 𝑓’ =
𝑢

𝑢𝑒
 

f’’ 

 

 1  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.3320574E+00 

 2  0.2000000E+00  0.6641149E-02  0.6640781E-01  0.3319840E+00 

 3  0.4000000E+00  0.2656019E-01  0.1327642E+00  0.3314700E+00 

 4  0.6000000E+00  0.5973510E-01  0.1989373E+00  0.3300793E+00 

 5  0.8000000E+00  0.1061088E+00  0.2647092E+00  0.3273894E+00 

 6  0.1000000E+01  0.1655725E+00  0.3297801E+00  0.3230073E+00 

 7  0.1200000E+01  0.2379497E+00  0.3937762E+00  0.3165894E+00 

 8  0.1400000E+01  0.3229827E+00  0.4562618E+00  0.3078656E+00 

 9  0.1600000E+01  0.4203220E+00  0.5167568E+00  0.2966636E+00 

10  0.1800000E+01  0.5295194E+00  0.5747582E+00  0.2829312E+00 

11  0.2000000E+01  0.6500259E+00  0.6297657E+00  0.2667517E+00 

12  0.2200000E+01  0.7811950E+00  0.6813104E+00  0.2483511E+00 

13  0.2400000E+01  0.9222919E+00  0.7289819E+00  0.2280920E+00 

14  0.2600000E+01  0.1072508E+01  0.7724549E+00  0.2064548E+00 

15  0.2800000E+01  0.1230979E+01  0.8115094E+00  0.1840068E+00 

16  0.3000000E+01  0.1396810E+01  0.8460442E+00  0.1613606E+00 

17  0.3200001E+01  0.1569097E+01  0.8760811E+00  0.1391284E+00 

18  0.3400001E+01  0.1746953E+01  0.9017608E+00  0.1178766E+00 

19  0.3600001E+01  0.1929528E+01  0.9233292E+00  0.9808679E-01 

20  0.3800001E+01  0.2116033E+01  0.9411174E+00  0.8012658E-01 

21  0.4000000E+01  0.2305749E+01  0.9555175E+00  0.6423499E-01 

22  0.4200000E+01  0.2498042E+01  0.9669563E+00  0.5052084E-01 

23  0.4400000E+01  0.2692364E+01  0.9758700E+00  0.3897392E-01 

24  0.4600000E+01  0.2888250E+01  0.9826826E+00  0.2948528E-01 

25  0.4800000E+01  0.3085323E+01  0.9877886E+00  0.2187286E-01 

26  0.5000000E+01  0.3283276E+01  0.9915409E+00  0.1590857E-01 

27  0.5199999E+01  0.3481869E+01  0.9942446E+00  0.1134361E-01 

28  0.5399999E+01  0.3680921E+01  0.9961544E+00  0.7929451E-02 

29  0.5599999E+01  0.3880292E+01  0.9974770E+00  0.5433661E-02 

30  0.5799999E+01  0.4079883E+01  0.9983748E+00  0.3649979E-02 

31  0.5999999E+01  0.4279622E+01  0.9989723E+00  0.2403431E-02 

32  0.6199998E+01  0.4479458E+01  0.9993621E+00  0.1551368E-02 

33  0.6399998E+01  0.4679358E+01  0.9996113E+00  0.9816131E-03 

34  0.6599998E+01  0.4879296E+01  0.9997676E+00  0.6088511E-03 

35  0.6799998E+01  0.5079260E+01  0.9998636E+00  0.3701958E-03 

36  0.6999998E+01  0.5279239E+01  0.9999215E+00  0.2206516E-03 

37  0.7199997E+01  0.5479227E+01  0.9999557E+00  0.1289274E-03 

38  0.7399997E+01  0.5679220E+01  0.9999754E+00  0.7385062E-04 

39  0.7599997E+01  0.5879216E+01  0.9999866E+00  0.4147093E-04 

40  0.7799997E+01  0.6079214E+01  0.9999929E+00  0.2283103E-04 

41  0.7999997E+01  0.6279212E+01  0.9999963E+00  0.1232287E-04 

42  0.8199997E+01  0.6479212E+01  0.9999982E+00  0.6521043E-05 

43  0.8399997E+01  0.6679212E+01  0.9999991E+00  0.3383442E-05 

44  0.8599997E+01  0.6879211E+01  0.9999996E+00  0.1721292E-05 

45  0.8799996E+01  0.7079211E+01  0.9999998E+00  0.8586686E-06 

46  0.8999996E+01  0.7279211E+01  0.9999999E+00  0.4200438E-06 

                            Tableau :2 

 -La vitesse numerique de profi adimentionnel de distibution des vitesses       pour m=1 

                 m= 0.1000000E+01   c= 0.1232571E+01 

𝜂 f 𝑓’ =
𝑢

𝑢𝑒
 

f’’ 
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   1  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.1232571E+01 

   2  0.2000000E+00  0.2332821E-01  0.2266077E+00  0.1034442E+01 

   3  0.4000000E+00  0.8806730E-01  0.4144472E+00  0.8463207E+00 

   4  0.6000000E+00  0.1867154E+00  0.5662679E+00  0.6751753E+00 

   5  0.8000000E+00  0.3124402E+00  0.6859219E+00  0.5251439E+00 

   6  0.1000000E+01  0.4592462E+00  0.7778476E+00  0.3980336E+00 

   7  0.1200000E+01  0.6220484E+00  0.8466523E+00  0.2938033E+00 

   8  0.1400000E+01  0.7966729E+00  0.8967896E+00  0.2110357E+00 

   9  0.1600000E+01  0.9798008E+00  0.9323297E+00  0.1473871E+00 

  10  0.1800000E+01  0.1168877E+01  0.9568164E+00  0.1000009E+00 

  11  0.2000000E+01  0.1361995E+01  0.9732012E+00  0.6586185E-01 

  12  0.2200000E+01  0.1557780E+01  0.9838400E+00  0.4207381E-01 

  13  0.2400000E+01  0.1755273E+01  0.9905383E+00  0.2605097E-01 

  14  0.2600000E+01  0.1953826E+01  0.9946248E+00  0.1562371E-01 

  15  0.2800000E+01  0.2153015E+01  0.9970390E+00  0.9070600E-02 

  16  0.3000000E+01  0.2352574E+01  0.9984194E+00  0.5095140E-02 

  17  0.3200001E+01  0.2552343E+01  0.9991829E+00  0.2767932E-02 

  18  0.3400001E+01  0.2752225E+01  0.9995913E+00  0.1453758E-02 

  19  0.3600001E+01  0.2952167E+01  0.9998024E+00  0.7380323E-03 

  20  0.3800001E+01  0.3152139E+01  0.9999079E+00  0.3621667E-03 

  21  0.4000000E+01  0.3352126E+01  0.9999589E+00  0.1718712E-03 

  22  0.4200000E+01  0.3552121E+01  0.9999827E+00  0.7899104E-04 

  23  0.4400000E+01  0.3752118E+01  0.9999935E+00  0.3530938E-04 

  24  0.4600000E+01  0.3952117E+01  0.9999983E+00  0.1549894E-04 

  25  0.4800000E+01  0.4152117E+01  0.1000000E+01  0.6843944E-05 

  26  0.5000000E+01  0.4352117E+01  0.1000001E+01  0.3212415E-05 

  27  0.5199999E+01  0.4552117E+01  0.1000002E+01  0.1760401E-05 

  28  0.5399999E+01  0.4752118E+01  0.1000002E+01  0.1207196E-05 

  29  0.5599999E+01  0.4952118E+01  0.1000002E+01  0.1012401E-05 

  30  0.5799999E+01  0.5152118E+01  0.1000003E+01  0.9729741E-06 

  31  0.5999999E+01  0.5352118E+01  0.1000003E+01  0.9931271E-06 

  32  0.6199998E+01  0.5552119E+01  0.1000003E+01  0.1033626E-05 

  33  0.6399998E+01  0.5752119E+01  0.1000003E+01  0.1079233E-05 

  34  0.6599998E+01  0.5952119E+01  0.1000003E+01  0.1124422E-05 

  35  0.6799998E+01  0.6152120E+01  0.1000004E+01  0.1167411E-05 

  36  0.6999998E+01  0.6352120E+01  0.1000004E+01  0.1207784E-05 

  37  0.7199997E+01  0.6552121E+01  0.1000004E+01  0.1245588E-05 

  38  0.7399997E+01  0.6752122E+01  0.1000004E+01  0.1281004E-05 

  39  0.7599997E+01  0.6952123E+01  0.1000005E+01  0.1314237E-05 

  40  0.7799997E+01  0.7152123E+01  0.1000005E+01  0.1345482E-05 

  41  0.7999997E+01  0.7352124E+01  0.1000005E+01  0.1374915E-05 

  42  0.8199997E+01  0.7552125E+01  0.1000005E+01  0.1402691E-05 

  43  0.8399997E+01  0.7752126E+01  0.1000006E+01  0.1428949E-05 

  44  0.8599997E+01  0.7952127E+01  0.1000006E+01  0.1453814E-05 

  45  0.8799996E+01  0.8152128E+01  0.1000006E+01  0.1477394E-05 

  46  0.8999996E+01  0.8352129E+01  0.1000006E+01  0.1499789E-05 

                                                           Tableau :3 

 

 

 

-La vitesse numerique de profi adimentionnel de distibution des vitesses       pour m=-0.0904 

                 m=-0.9040000E-01   c= 0.7303063E-02 

𝜂 f 𝑓’ =
𝑢

𝑢𝑒
 

f’’ 
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   1  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.7303063E-02 

   2  0.2000000E+00  0.2665946E-03  0.3268607E-02  0.2538285E-01 

   3  0.4000000E+00  0.1548495E-02  0.1015295E-01  0.4345937E-01 

   4  0.6000000E+00  0.4568727E-02  0.2065141E-01  0.6152089E-01 

   5  0.8000000E+00  0.1004966E-01  0.3475861E-01  0.7954086E-01 

   6  0.1000000E+01  0.1871195E-01  0.5246191E-01  0.9747188E-01 

   7  0.1200000E+01  0.3127258E-01  0.7373660E-01  0.1152398E+00 

   8  0.1400000E+01  0.4844192E-01  0.9854001E-01  0.1327384E+00 

   9  0.1600000E+01  0.7091944E-01  0.1268046E+00  0.1498248E+00 

  10  0.1800000E+01  0.9938799E-01  0.1584304E+00  0.1663162E+00 

  11  0.2000000E+01  0.1345065E+00  0.1932766E+00  0.1819885E+00 

  12  0.2200000E+01  0.1769009E+00  0.2311538E+00  0.1965780E+00 

  13  0.2400000E+01  0.2271539E+00  0.2718158E+00  0.2097854E+00 

  14  0.2600000E+01  0.2857926E+00  0.3149542E+00  0.2212856E+00 

  15  0.2800000E+01  0.3532759E+00  0.3601937E+00  0.2307404E+00 

  16  0.3000000E+01  0.4299808E+00  0.4070917E+00  0.2378171E+00 

  17  0.3200001E+01  0.5161896E+00  0.4551415E+00  0.2422107E+00 

  18  0.3400001E+01  0.6120769E+00  0.5037801E+00  0.2436691E+00 

  19  0.3600001E+01  0.7177007E+00  0.5524017E+00  0.2420194E+00 

  20  0.3800001E+01  0.8329945E+00  0.6003757E+00  0.2371923E+00 

  21  0.4000000E+01  0.9577655E+00  0.6470699E+00  0.2292417E+00 

  22  0.4200000E+01  0.1091696E+01  0.6918762E+00  0.2183554E+00 

  23  0.4400000E+01  0.1234352E+01  0.7342374E+00  0.2048556E+00 

  24  0.4600000E+01  0.1385196E+01  0.7736734E+00  0.1891868E+00 

  25  0.4800000E+01  0.1543601E+01  0.8098033E+00  0.1718910E+00 

  26  0.5000000E+01  0.1708878E+01  0.8423615E+00  0.1535728E+00 

  27  0.5199999E+01  0.1880297E+01  0.8712059E+00  0.1348582E+00 

  28  0.5399999E+01  0.2057111E+01  0.8963185E+00  0.1163508E+00 

  29  0.5599999E+01  0.2238582E+01  0.9177962E+00  0.9859269E-01 

  30  0.5799999E+01  0.2424000E+01  0.9358354E+00  0.8203176E-01 

  31  0.5999999E+01  0.2612705E+01  0.9507110E+00  0.6700151E-01 

  32  0.6199998E+01  0.2804096E+01  0.9627520E+00  0.5371280E-01 

  33  0.6399998E+01  0.2997641E+01  0.9723181E+00  0.4225772E-01 

  34  0.6599998E+01  0.3192882E+01  0.9797762E+00  0.3262349E-01 

  35  0.6799998E+01  0.3389434E+01  0.9854820E+00  0.2471294E-01 

  36  0.6999998E+01  0.3586980E+01  0.9897653E+00  0.1836839E-01 

  37  0.7199997E+01  0.3785265E+01  0.9929203E+00  0.1339551E-01 

  38  0.7399997E+01  0.3984090E+01  0.9952005E+00  0.9584714E-02 

  39  0.7599997E+01  0.4183301E+01  0.9968174E+00  0.6728488E-02 

  40  0.7799997E+01  0.4382784E+01  0.9979422E+00  0.4633955E-02 

  41  0.7999997E+01  0.4582454E+01  0.9987099E+00  0.3130695E-02 

  42  0.8199997E+01  0.4782251E+01  0.9992239E+00  0.2074483E-02 

  43  0.8399997E+01  0.4982132E+01  0.9995614E+00  0.1347816E-02 

  44  0.8599997E+01  0.5182067E+01  0.9997786E+00  0.8581762E-03 

  45  0.8799996E+01  0.5382038E+01  0.9999155E+00  0.5350029E-03 

  46  0.8999996E+01  0.5582030E+01  0.1000000E+01  0.3260485E-03 

                               Tableau :4 

 

 

-La vitesse numerique de profi adimentionnel de distibution des vitesses       pour m=-0.0654 

                 m=-0.6540000E-01   c= 0.1639582E+00 

𝜂 f 𝑓’ =
𝑢

𝑢𝑒
 

f’’ 
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 1  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.1639582E+00 

 2  0.2000000E+00  0.3366352E-02  0.3409852E-01  0.1770151E+00 

 3  0.4000000E+00  0.1381282E-01  0.7079606E-01  0.1899201E+00 

 4  0.6000000E+00  0.3185497E-01  0.1100439E+00  0.2024834E+00 

 5  0.8000000E+00  0.5799456E-01  0.1517514E+00  0.2144736E+00 

 6  0.1000000E+01  0.9271029E-01  0.1957772E+00  0.2256193E+00 

 7  0.1200000E+01  0.1364470E+00  0.2419224E+00  0.2356139E+00 

 8  0.1400000E+01  0.1896033E+00  0.2899239E+00  0.2441250E+00 

 9  0.1600000E+01  0.2525185E+00  0.3394505E+00  0.2508076E+00 

10  0.1800000E+01  0.3254588E+00  0.3901024E+00  0.2553223E+00 

11  0.2000000E+01  0.4086037E+00  0.4414140E+00  0.2573574E+00 

12  0.2200000E+01  0.5020338E+00  0.4928626E+00  0.2566545E+00 

13  0.2400000E+01  0.6057202E+00  0.5438811E+00  0.2530344E+00 

14  0.2600000E+01  0.7195181E+00  0.5938765E+00  0.2464217E+00 

15  0.2800000E+01  0.8431629E+00  0.6422530E+00  0.2368642E+00 

16  0.3000000E+01  0.9762731E+00  0.6884375E+00  0.2245438E+00 

17  0.3200001E+01  0.1118357E+01  0.7319070E+00  0.2097770E+00 

18  0.3400001E+01  0.1268825E+01  0.7722141E+00  0.1930022E+00 

19  0.3600001E+01  0.1427008E+01  0.8090094E+00  0.1747549E+00 

20  0.3800001E+01  0.1592179E+01  0.8420576E+00  0.1556326E+00 

21  0.4000000E+01  0.1763574E+01  0.8712453E+00  0.1362530E+00 

22  0.4200000E+01  0.1940420E+01  0.8965812E+00  0.1172101E+00 

23  0.4400000E+01  0.2121957E+01  0.9181871E+00  0.9903456E-01 

24  0.4600000E+01  0.2307460E+01  0.9362818E+00  0.8216178E-01 

25  0.4800000E+01  0.2496255E+01  0.9511599E+00  0.6691132E-01 

26  0.5000000E+01  0.2687732E+01  0.9631674E+00  0.5347934E-01 

27  0.5199999E+01  0.2881356E+01  0.9726778E+00  0.4194319E-01 

28  0.5399999E+01  0.3076663E+01  0.9800689E+00  0.3227578E-01 

29  0.5599999E+01  0.3273266E+01  0.9857048E+00  0.2436681E-01 

30  0.5799999E+01  0.3470850E+01  0.9899211E+00  0.1804707E-01 

31  0.5999999E+01  0.3669160E+01  0.9930155E+00  0.1311264E-01 

32  0.6199998E+01  0.3867999E+01  0.9952434E+00  0.9346449E-02 

33  0.6399998E+01  0.4067214E+01  0.9968172E+00  0.6535493E-02 

34  0.6599998E+01  0.4266693E+01  0.9979077E+00  0.4483238E-02 

35  0.6799998E+01  0.4466353E+01  0.9986491E+00  0.3017143E-02 

36  0.6999998E+01  0.4666136E+01  0.9991435E+00  0.1992051E-02 

37  0.7199997E+01  0.4865999E+01  0.9994671E+00  0.1290372E-02 

38  0.7399997E+01  0.5065915E+01  0.9996749E+00  0.8200644E-03 

39  0.7599997E+01  0.5265863E+01  0.9998057E+00  0.5113339E-03 

40  0.7799997E+01  0.5465833E+01  0.9998866E+00  0.3128125E-03 

41  0.7999997E+01  0.5665816E+01  0.9999356E+00  0.1877473E-03 

42  0.8199997E+01  0.5865807E+01  0.9999648E+00  0.1105453E-03 

43  0.8399997E+01  0.6065801E+01  0.9999818E+00  0.6384414E-04 

44  0.8599997E+01  0.6265799E+01  0.9999915E+00  0.3615480E-04 

45  0.8799996E+01  0.6465797E+01  0.9999970E+00  0.2006378E-04 

46  0.8999996E+01  0.6665797E+01  0.1000000E+01  0.1089728E-04 

                                                           Tableau :5 

 

-La vitesse numerique de profi adimentionnel de distibution des vitesses       pour  m=1 3⁄  

                  m= 0.3333333E+00   c= 0.7574472E+00   

𝜂 f 𝑓’ =
𝑢

𝑢𝑒
 

f’’ 
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   1  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.7574472E+00 

   2  0.2000000E+00  0.1470577E-01  0.1448228E+00  0.6907917E+00 

   3  0.4000000E+00  0.5704351E-01  0.2763253E+00  0.6242872E+00 

   4  0.6000000E+00  0.1243543E+00  0.3945711E+00  0.5583046E+00 

   5  0.8000000E+00  0.2140007E+00  0.4997192E+00  0.4934222E+00 

   6  0.1000000E+01  0.3233899E+00  0.5920612E+00  0.4303769E+00 

   7  0.1200000E+01  0.4500031E+00  0.6720467E+00  0.3700003E+00 

   8  0.1400000E+01  0.5914278E+00  0.7402949E+00  0.3131441E+00 

   9  0.1600000E+01  0.7453926E+00  0.7975907E+00  0.2605997E+00 

  10  0.1800000E+01  0.9097977E+00  0.8448650E+00  0.2130235E+00 

  11  0.2000000E+01  0.1082742E+01  0.8831609E+00  0.1708768E+00 

  12  0.2200000E+01  0.1262540E+01  0.9135916E+00  0.1343883E+00 

  13  0.2400000E+01  0.1447731E+01  0.9372911E+00  0.1035443E+00 

  14  0.2600000E+01  0.1637083E+01  0.9553680E+00  0.7810585E-01 

  15  0.2800000E+01  0.1829575E+01  0.9688635E+00  0.5764700E-01 

  16  0.3000000E+01  0.2024388E+01  0.9787194E+00  0.4160874E-01 

  17  0.3200001E+01  0.2220877E+01  0.9857574E+00  0.2935736E-01 

  18  0.3400001E+01  0.2418550E+01  0.9906693E+00  0.2024003E-01 

  19  0.3600001E+01  0.2617042E+01  0.9940186E+00  0.1363098E-01 

  20  0.3800001E+01  0.2816084E+01  0.9962494E+00  0.8964895E-02 

  21  0.4000000E+01  0.3015490E+01  0.9977002E+00  0.5756559E-02 

  22  0.4200000E+01  0.3215129E+01  0.9986214E+00  0.3608212E-02 

  23  0.4400000E+01  0.3414915E+01  0.9991923E+00  0.2207283E-02 

  24  0.4600000E+01  0.3614791E+01  0.9995376E+00  0.1317637E-02 

  25  0.4800000E+01  0.3814721E+01  0.9997414E+00  0.7674539E-03 

  26  0.5000000E+01  0.4014682E+01  0.9998587E+00  0.4360974E-03 

  27  0.5199999E+01  0.4214661E+01  0.9999247E+00  0.2417463E-03 

  28  0.5399999E+01  0.4414649E+01  0.9999608E+00  0.1307256E-03 

  29  0.5599999E+01  0.4614644E+01  0.9999801E+00  0.6895448E-04 

  30  0.5799999E+01  0.4814641E+01  0.9999902E+00  0.3548379E-04 

  31  0.5999999E+01  0.5014639E+01  0.9999953E+00  0.1781563E-04 

  32  0.6199998E+01  0.5214638E+01  0.9999979E+00  0.8730192E-05 

  33  0.6399998E+01  0.5414638E+01  0.9999991E+00  0.4180829E-05 

  34  0.6599998E+01  0.5614637E+01  0.9999997E+00  0.1962334E-05 

  35  0.6799998E+01  0.5814637E+01  0.1000000E+01  0.9079574E-06 

  36  0.6999998E+01  0.6014637E+01  0.1000000E+01  0.4213691E-06 

  37  0.7199997E+01  0.6214637E+01  0.1000000E+01  0.2010101E-06 

  38  0.7399997E+01  0.6414637E+01  0.1000000E+01  0.9788732E-07 

  39  0.7599997E+01  0.6614636E+01  0.1000000E+01  0.5194720E-07 

  40  0.7799997E+01  0.6814636E+01  0.1000000E+01  0.3183678E-07 

  41  0.7999997E+01  0.7014636E+01  0.1000000E+01  0.2308914E-07 

  42  0.8199997E+01  0.7214636E+01  0.1000000E+01  0.1921661E-07 

  43  0.8399997E+01  0.7414636E+01  0.1000000E+01  0.1738995E-07 

  44  0.8599997E+01  0.7614636E+01  0.1000000E+01  0.1640838E-07 

  45  0.8799996E+01  0.7814636E+01  0.1000000E+01  0.1577531E-07 

  46  0.8999996E+01  0.8014636E+01  0.1000000E+01  0.1529017E-07 

                               

                               Tableau :6 

-La vitesse numerique de profi adimentionnel de distibution des vitesses       pour m=1 9⁄  

                 m= 0.1111111E+00   c= 0.5118423E+00 

𝜂 f 𝑓’ =
𝑢

𝑢𝑒
 

f’’ 

 

   1  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.0000000E+00  0.5118423E+00 
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   2  0.2000000E+00  0.1008889E-01  0.1001405E+00  0.4895095E+00 

   3  0.4000000E+00  0.3975604E-01  0.1957622E+00  0.4665602E+00 

   4  0.6000000E+00  0.8808187E-01  0.2866906E+00  0.4425092E+00 

   5  0.8000000E+00  0.1541032E+00  0.3726695E+00  0.4170223E+00 

   6  0.1000000E+01  0.2368000E+00  0.4533917E+00  0.3899274E+00 

   7  0.1200000E+01  0.3350884E+00  0.5285326E+00  0.3612244E+00 

   8  0.1400000E+01  0.4478210E+00  0.5977852E+00  0.3310867E+00 

   9  0.1600000E+01  0.5737934E+00  0.6608936E+00  0.2998524E+00 

  10  0.1800000E+01  0.7117577E+00  0.7176844E+00  0.2680015E+00 

  11  0.2000000E+01  0.8604419E+00  0.7680915E+00  0.2361192E+00 

  12  0.2200000E+01  0.1018573E+01  0.8121724E+00  0.2048484E+00 

  13  0.2400000E+01  0.1184902E+01  0.8501143E+00  0.1748348E+00 

  14  0.2600000E+01  0.1358231E+01  0.8822295E+00  0.1466729E+00 

  15  0.2800000E+01  0.1537434E+01  0.9089397E+00  0.1208583E+00 

  16  0.3000000E+01  0.1721481E+01  0.9307531E+00  0.9775268E-01 

  17  0.3200001E+01  0.1909447E+01  0.9482349E+00  0.7756568E-01 

  18  0.3400001E+01  0.2100526E+01  0.9619771E+00  0.6035306E-01 

  19  0.3600001E+01  0.2294029E+01  0.9725682E+00  0.4603111E-01 

  20  0.3800001E+01  0.2489382E+01  0.9805682E+00  0.3440240E-01 

  21  0.4000000E+01  0.2686118E+01  0.9864892E+00  0.2518833E-01 

  22  0.4200000E+01  0.2883869E+01  0.9907818E+00  0.1806310E-01 

  23  0.4400000E+01  0.3082348E+01  0.9938299E+00  0.1268508E-01 

  24  0.4600000E+01  0.3281339E+01  0.9959493E+00  0.8722537E-02 

  25  0.4800000E+01  0.3480683E+01  0.9973922E+00  0.5872091E-02 

  26  0.5000000E+01  0.3680264E+01  0.9983539E+00  0.3869940E-02 

  27  0.5199999E+01  0.3880002E+01  0.9989814E+00  0.2496580E-02 

  28  0.5399999E+01  0.4079842E+01  0.9993822E+00  0.1576492E-02 

  29  0.5599999E+01  0.4279745E+01  0.9996328E+00  0.9743656E-03 

  30  0.5799999E+01  0.4479688E+01  0.9997861E+00  0.5894155E-03 

  31  0.5999999E+01  0.4679655E+01  0.9998779E+00  0.3489617E-03 

  32  0.6199998E+01  0.4879636E+01  0.9999318E+00  0.2022017E-03 

  33  0.6399998E+01  0.5079626E+01  0.9999626E+00  0.1146667E-03 

  34  0.6599998E+01  0.5279620E+01  0.9999800E+00  0.6364092E-04 

  35  0.6799998E+01  0.5479617E+01  0.9999895E+00  0.3456996E-04 

  36  0.6999998E+01  0.5679615E+01  0.9999946E+00  0.1837976E-04 

  37  0.7199997E+01  0.5879614E+01  0.9999973E+00  0.9565327E-05 

  38  0.7399997E+01  0.6079613E+01  0.9999987E+00  0.4873139E-05 

  39  0.7599997E+01  0.6279613E+01  0.9999994E+00  0.2430177E-05 

  40  0.7799997E+01  0.6479613E+01  0.9999998E+00  0.1187578E-05 

  41  0.7999997E+01  0.6679613E+01  0.9999999E+00  0.5692904E-06 

  42  0.8199997E+01  0.6879613E+01  0.1000000E+01  0.2688626E-06 

  43  0.8399997E+01  0.7079613E+01  0.1000000E+01  0.1243572E-06 

  44  0.8599997E+01  0.7279613E+01  0.1000000E+01  0.5629856E-07 

  45  0.8799996E+01  0.7479612E+01  0.1000000E+01  0.2494921E-07 

  46  0.8999996E+01  0.7679612E+01  0.1000000E+01  0.1082437E-07 

                               Tableau : 7 

       

 

VI-1-3- Grandeurs adimensionnelles des caractéristiques dynamiques en fonction du    

                paramètre  géométrique m : 𝜹 ,𝜹𝟏 , 𝜹𝟐 , 𝑯 , 𝝉𝑷 , 𝒄𝒇 , 𝒗𝒆 

  

               *Pour m=0 
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�̅� 0.5000000E+01 

�̅�𝟏 0.1720785E+01 

�̅�𝟐 0.6630102E+00 

�̅� 0.2595413E+01 

�̅�𝑷 0.3320574E+00 

𝒄𝒇 0.6641149E+00 

𝒗ₑ̅̅̅ 0.8603923E+00 

Tableau 8 : les grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour m=0 

             *Pour m=1 : 

�̅� 0.2400000E+01 

�̅�𝟏 0.6478672E+00 

�̅�𝟐 0.2882620E+00 

�̅� 0.2247494E+01 

�̅�𝑷 0.1232571E+01 

𝒄𝒇 0.2465141E+01 

𝒗ₑ̅̅̅ -0.3852103E+01 

 

Tableau 9 : les grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour m=1 

    *Pour m=-0.0904 : 

�̅� 0.7199997E+01 
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�̅�𝟏 0.3417966E+01   

�̅�𝟐 0.8670487E+00 

�̅� 0.3942070E+01 

�̅�𝑷 0.7303063E-02 

𝒄𝒇 0.1460613E-01 

𝒗ₑ̅̅̅ 0.1961291E+01 

Tableau 10: les grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour m=-0.0904 

*Pour m=-0.0654 : 

�̅� 0.5999999E+01 

�̅�𝟏 0.2334199E+01 

�̅�𝟐 0.7872227E+00 

�̅� 0.2965107E+01 

�̅�𝑷 0.1639582E+00 

𝒄𝒇 0.3279164E+00 

𝒗ₑ̅̅̅ 0.1385071E+01 

Tableau 11: les grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour m=-0.0654 

 

 

             *Pour 𝑚 = 1
3⁄  
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�̅� 0.3400001E+01 

�̅�𝟏 0.9853601E+00 

�̅�𝟐 0.4264785E+00 

�̅� 0.2310457E+01 

�̅�𝑷 0.7574472E+00   

𝒄𝒇 0.1514894E+01 

𝒗ₑ̅̅̅ -0.8430921E+00 

Tableau 12: les grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour m=0.333333333 

 

               *Pour 𝑚 = 1
9⁄  

�̅� 0.4200000E+01 

�̅�𝟏 0.1320384E+01 

�̅�𝟐 0.5459971E+00 

�̅� 0.2418298E+01 

�̅�𝑷 0.5118423E+00 

𝒄𝒇 0.1023685E+01 

𝒗ₑ̅̅̅ 0.2335469E+00 

Tableau 13 : les grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour m=0.111111111 
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      VI-1-4- Valeurs adimensionnelles de la distribution des vitesses  de la solution   

                   approchée :   
𝒖

𝒖𝒆
 =P (𝜼)  pour diverses valeurs du paramètre Λ                                       

 

η=y/δ         

ᴧ=0 ᴧ=12 ᴧ=-12 ᴧ=15 ᴧ=-15 ᴧ=20 ᴧ=-20        

0 0 0 0 0 0 0 0        

0,03333 0,06659 0,12681 0,00637 0,14187 -0,0086808 0,16696 -0.033772 
       

0,06667 0,13276 0,24117 0,02436 0,26827 -0,0027456 0,31344 -0.031754        

0,1 0,1981 0,3439 0,0523 0,38035 0,01585 0,4411 -0.028546        

0,13333 0,26224 0,43583 0,08865 0,47923 0,04525 0,55156 -0.001254        

0,16667 0,32485 0,51775 0,13194 0,56597 0,08372 0,64635 0,00334        

0,2 0,3856 0,5904 0,1808 0,6416 0,1296 0,72693 0,04427        

0,23333 0,44422 0,65452 0,23393 0,70709 0,18136 0,79471 0,09373        

0,26667 0,50046 0,71079 0,29013 0,76338 0,23755 0,85102 0,14991        

0,3 0,5541 0,7599 0,3483 0,81135 0,29685 0,8971 0,2111        

0,33333 0,60494 0,80247 0,40741 0,85185 0,35802 0,93416 0,27572        

0,36667 0,65282 0,83911 0,46652 0,88568 0,41995 0,96331 0,34233        

0,4 0,6976 0,8704 0,5248 0,9136 0,4816 0,9856 0,4096        

0,43333 0,73919 0,89689 0,58149 0,93631 0,54206 1,00202 0,47635        

0,46667 0,7775 0,91909 0,63591 0,95449 0,60051 1,01349 0,54152        

0,5 0,8125 0,9375 0,6875 0,96875 0,65625 1,02083 0,60417        

0,53333 0,84417 0,95257 0,73576 0,97967 0,70866 1,02484 0,66349        

0,56667 0,87252 0,96474 0,7803 0,98779 0,75725 1,02622 0,71882        

0,6 0,8976 0,9744 0,8208 0,9936 0,8016 1,0256 0,7696        

0,63333 0,91948 0,98192 0,85704 0,99754 0,84143 1,02355 0,81541        

0,66667 0,93827 0,98765 0,88889 1 0,87654 1,02058 0,85597        

0,7 0,9541 0,9919 0,9163 1,00135 0,90685 1,0171 0,8911        

0,73333 0,96713 0,99494 0,93932 1,0019 0,93237 1,01349 0,92078        

0,76667 0,97756 0,99704 0,95808 1,00191 0,95321 1,01002 0,94509        

0,8 0,9856 0,9984 0,9728 1,0016 0,9696 1,00693 0,96427        

0,83333 0,99151 0,99923 0,9838 1,00116 0,98187 1,00437 0,97865        

0,86667 0,99558 0,99968 0,99147 1,00071 0,99044 1,00242 0,98873        

0,9 0,9981 0,9999 0,9963 1,00035 0,99585 1,0011 0,9951        

0,93333 0,99943 0,99998 0,99887 1,00012 0,99874 1,00035 0,99851        

0,96667 0,99993 1 0,99986 1,00002 0,99984 1,00005 0,99981        

1 1 1 1 1 1 1 1        

               

Tableau 14: les résultats obtenir par l’approximation de type polynôme de quatrième degré 
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η=y/δ      

ᴧ=25 ᴧ=-25 ᴧ=30 ᴧ=-30  

0 0 0 0 0  

0,03333 0,19205 -0,05886399 0,21714 -0,08395556  

0,06667 0,3586 -0,09308314 0,40377 -0,1382519  

0,1 0,50185 -0,10565 0,5626 -0,1664  

0,13333 0,62389 -0,0994041 0,69622 -0,1717333  

0,16667 0,72672 -0,07703188 0,8071 -0,1574074  

0,2 0,81227 -0,04106665 0,8976 -0,1264  

0,23333 0,88234 0,00611 0,96996 -0,08151111  

0,26667 0,93865 0,06227 1,02629 -0,02536295  

0,3 0,98285 0,12535 1,0686 0,0396  

0,33333 1,01646 0,19342 1,09877 0,11111  

0,36667 1,04093 0,2647 1,11855 0,18708  

0,4 1,0576 0,3376 1,1296 0,2656  

0,43333 1,06773 0,41064 1,13344 0,34493  

0,46667 1,07248 0,48252 1,13148 0,42353  

0,5 1,07292 0,55208 1,125 0,5  

0,53333 1,07001 0,61832 1,11518 0,57316  

0,56667 1,06464 0,6804 1,10307 0,64197  

0,6 1,0576 0,7376 1,0896 0,7056  

0,63333 1,04957 0,7894 1,07559 0,76338  

0,66667 1,04115 0,83539 1,06173 0,81481  

0,7 1,03285 0,87535 1,0486 0,8596  

0,73333 1,02507 0,90919 1,03666 0,8976  

0,76667 1,01814 0,93698 1,02625 0,92886  

0,8 1,01227 0,95893 1,0176 0,9536  

0,83333 1,00759 0,97544 1,0108 0,97222  

0,86667 1,00414 0,98702 1,00585 0,9853  

0,9 1,00185 0,99435 1,0026 0,9936  

0,93333 1,00058 0,99828 1,00081 0,99804  

0,96667 1,00008 0,99978 1,00011 0,99975  

1 1 1 1 1  

      

Tableau 15 : les résultats obtenir par l’approximation de type polynôme de quatrième degré 
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 VI-2-Courbes 

    VI-2-1- Variation du coefficient de frottement pariétal en fonction de m : c=f(m) 
 

 

Fig 5: la variation de coefficient de frottement c en fonction de m 

         

         VI-2-2- Profils adimensionnels de distribution des vitesses : 
𝒖

𝒖𝒆
 =𝒇′(𝜼), et de𝒇′′(η)   

                    pour diverses Valeurs de m                                                           

 

Fig 6: Profils adimensionnels de distribution des vitesses et le coefficient de frottement 

(𝑐𝑓)  pour m=0 
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Fig 7: Profils adimensionnels de distribution des vitesses f’(η) et le coefficient de frottement 

(𝑐𝑓) pour m=1 

 

 

 

 

Fig8 : Profils adimensionnels de distribution des vitesses f’(η) et le coefficient de frottement 

(𝑐𝑓) m=-0.0904 
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Fig 9 : Profils adimensionnels de distribution des vitesses f’(η) et le coefficient de frottement 

(𝑐𝑓) pour m=-0.654 

 

 

Fig 10: Profils adimensionnels de distribution des vitesses f’(η) et le coefficient de frottement 

(𝑐𝑓) pour 𝑚 = 1
3⁄  
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Fig 11 : Profils adimensionnels de distribution des vitesses f’(η) et le coefficient de frottement 

(𝑐𝑓) pour 𝑚 = 1
9⁄  

Commentaire sur les fugure précédents   

Les valeurs positives correspondent à des couches limites accélérées, les valeurs négatives à 

des couches décélérées. Dans le cas de l’écoulement uniforme aligné avec la plaque plane, où 

m = 0, on notera la valeur de la pente du profil de vitesse à la paroi, qui permet le calcul de la 

contrainte tangentielle, c’est-à-dire du frottement visqueux :  

Le cas m = -0, 0904 correspond à la limite du décollement, tel que la pente du profil de vitesse 

à la paroi soit nulle. Et la valeur m = 1 correspond au cas d’une paroi perpendiculaire à la 

direction x, c’est-à-dire au voisinage du point d’arrêt amont d’un obstacle relativement mal 

profilé. 

L’écoulement autour des obstacles réels, que ce soit les ailes dotées d’une certaine finesse 

mais avec une incidence non nulle, ou les obstacles plus massifs comme les véhicules routiers, 

fait apparaître des couches limites au sein desquelles la forme du profil de vitesse évolue. 

Elles échappent donc à la classe des couches limites descriptibles avec des solutions auto-

similaires. Près du point d’arrêt amont, la couche limite est à la fois très mince et fortement 

accélérée dans un gradient de pression négatif. Plus loin le long de la paroi, dans la région où 

la vitesse de l’écoulement extérieur atteint son maximum et où le gradient de pression change 

de signe, le profil de vitesse atteint une forme proche de celle de la couche de Blasius. 

L’épaisseur de la couche limite atteint alors un ordre de grandeur adimensionnel voisin de, où 
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U désigne 

l’écoulement extérieur est laminaire, ce qui est le cas lorsque l’obstacle se meut dans un fluide 

lointain au repos, la couche limite accélérée demeure stable et laminaire entre le point d’arrêt 

amont et le point de vitesse maximale. 

         VI-2-3Profils adimensionnels de distribution des vitesses  de la solution approchée :  

                    P = P (𝜼)  pour diverses valeurs du paramètre Λ                 

 

Fig 12: profil de distribution de vitesse par  l‘approximation de type polynôme (RK4) 
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VI-3- Interprétations des résultats. Comparaison et Confrontation avec d’autres 

auteurs  

                     *Résultats de Blasuis 

         Fig 

13 : la distribution de profil de vitesse selon la solution de Blasuis 

                 Mes résultats  

 

Fig 14 : la distribution de profil de vitesse selon mes résultats 

Confrontation des deux modèles : f’(η) pour diverses valeur de m d’après : 

-Blasius                (fig.13) 

- Mes résultats      (fig.14) 
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Les grandeurs  des caractéristiques dynamiques 

 Blasuis mes résultats 

𝛿̅  𝑓′ = 0.99 à459/1000𝑝𝑟è𝑠 
5 

0.5000000E+01 

𝛿1̅ 1.72077 0.1720785E+01 

𝛿2̅ 0.66412 0.6630102E+00 

�̅� 2.591052822 0.2595413E+01 

�̅�𝑝 0.33206 0.3320574E+00 

𝑐�̅� 0.66412 0.6641149E+00 

�̅�𝑒 0.860385 0.8603923E+00 

 

    La comparaison des deux courbes des profils adimensionnels du champ de vitesse, f’(η) et 

des grandeurs  des caractéristiques dynamiques pour diverses valeur de m, de l’écoulement 

dans la couches limite laminaire, réalisés respectivement par Blasius et Bouguerra. 

 

                *Résultats de Pohlhausen  

Fig 15 : Les profils de vitesse des résultats de Pohlhausen pour diverses valeurs du paramètre 

Λ                 
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                  * Mes résultats  

 

Fig 15 : Les profils de vitesse des résultats de mes résultats  pour diverses valeurs du 

paramètre Λ   

 

Confrontation des deux modèles : P (η)  pour diverses valeur de m d’après : 

- Pohlhausen                (fig.15) 

- Mes résultats             (fig.16) 

  La comparaison des deux courbes des profils adimensionnels du champ de vitesse P (η), 

pour diverses valeur de Λ, de l’écoulement dans la couches limite laminaire, réalisés 

respectivement par Pohlhausen et Bouguerra. 
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VII- Conclusion 

 

   L’utilisation des méthodes numériques de Runge-Kutta d’ordre quatre et de  ‘’tir’’ 

combinées, nous a permis dans une certaine mesure de décrire de la meilleure manière  

possible les solutions numériques des équations dites de  ‘’Prandtl’’, équations différentielles 

non linéaires, qui régissent le champ de base de l’écoulement stationnaire et bidimensionnel 

d’un fluide newtonien, visqueux et incompressible dans la couche limite laminaire dans le cas 

où l’écoulement libre est de la forme uₑ(𝑥) =  c0𝑥
m. Les résultats obtenus sont cohérents et 

leur concordance avec ceux fournis par les essais expérimentaux et déterminés théoriquement 

par d’autres auteurs [Blasius(1908), Hiemenz (1911), Pohlhausen(1921), Howarth (1938), 

Karman, Holstein, Bohlen, Ludwieg, Tillman, Coles …], dans beaucoup d’articles est 

excellente voire parfaite (confrontation des variations du coefficient de frottement pariétal, 

des profils adimensionnels de distribution des vitesses et des grandeurs des caractéristiques 

dynamiques). 

   Nous suggérons,  par conséquent, que soit étendue,  c'est-à-dire généralisée, la procédure 

décrite plus haut dans cette étude de détermination de ces excellents résultats à des problèmes 

aux limites qui régissent des écoulements tels que les diffuseurs, l’extrados et l’intrados de 

profils et de voilures, les grilles d’aubes de turbomachines où l’écoulement libre est de forme 

plus complexe et dont les solutions exactes de la distribution des vitesses dans la couche 

limite laminaire s’obtiennent à partir de la résolution des équations de Navier-Stokes sous la 

forme bidimensionnelle.               
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Annexes 
                 

      Annexe A : organigrammes 

 

 Organigrammes (IV .a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lire XM, EPS, N, C0, JTEST 

Imprime XM, EPS, N, C0, JTEST 

C=C0 

Discrétisation de l’intervalle [ 𝜼∞, 𝜼𝒏−], le pas 𝑯 = ( 𝜼∞ − 𝜼𝟎)𝑵  

NN=N+

1 

𝜼𝒏 = 𝜼𝒏−𝟏 + 𝒉 

Début 
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Do 1 m=I=1,30 

Do 200j=2, test 

Evaluation numérique de l’étape 2 par 

une méthode de RK4 

Calcul de la nouvelle valeur de C 

𝑿 = 𝑪𝒏 − 𝑪𝒏−𝟏 

X-EPS 

Nouvelle valeur de XM 

Imprime TC1 (im)=C , TM1(im)=XM 

1 

Stop 

End 

Imprime : pas de convergence 

200 



48 
 

Organigramme IV. b 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

   

 

 

𝑓′′′ +
𝑚 + 1

2
𝑓𝑓′′ + 𝑚[1 − (𝑓′)2] = 0 

Début 

C=0     ;    m=0 

𝐹’ = 𝑢                                                                               , 𝐹(0) = 0 

𝑈’ = 𝑇                                                                               , 𝑢(0) = 0 

𝑇’ = −𝑚 + 1/2 −𝑚(1 − 𝑢2)                                    , 𝑇(0) = 𝑐 

𝑄’ = 𝑍                                                                               , 𝑄(0) = 0 

𝑍’ = 𝑊                                                                              , 𝑍(0) = 0 

𝑊’ = −𝑚 + 1/2(𝐹𝑊 + 𝑇𝑄) + 2𝑚𝑢𝑍                      ,𝑊(0) = 1 

 

𝐶𝑖+1 = 𝐶𝑖 −
𝑢(𝜂∞; 𝐶𝑖) − 1

𝜕𝑢
𝜕𝐶

(𝜂∞; 𝐶𝑖)
 

 

𝑓(0) = 0 , 𝑓′(0) = 0 

𝑓′(𝜂∞) = 1       

Non Oui 

        f(η), f'(η), f’'(η) 

𝐶 = 𝑓(𝑚) 

𝑢

𝑢𝑒
= 𝑓′(𝜂) 

𝛿̅ , 𝛿1̅, 𝛿2̅, �̅�, �̅�𝑝, 𝑐�̅�,�̅�𝑒 

Pour diverses valeurs 

de  (m) 
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                Annexe B : Mathématiques appliquées 

 

 Méthode des rectangles : 

𝐼 = ∑ (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖

𝑁𝑁−1

𝑖=1

 

 Méthode des rectangles améliorée(ou méthode des trapèzes) : 

𝐼 =
1

2
∑ [(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖 + (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖+1]

𝑁𝑁−1

𝑖=1

 

=
1

2
[ ∑ (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖 

𝑁𝑁−1

𝑖=1

+∑(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑓𝑖 

𝑁𝑁

𝑖=2

] 

=
1

2
[(𝑥2 − 𝑥1)𝑓1 + (𝑥𝑁𝑁 − 𝑥𝑁𝑁−1)𝑓𝑁𝑁] +

1

2
∑ (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 + 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑓𝑖

𝑁𝑁−1

𝑖=2

 

=
1

2
[(𝑥2 − 𝑥1)𝑓1 + (𝑥𝑁𝑁 − 𝑥𝑁𝑁−1)𝑓𝑁𝑁] +

1

2
∑ (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)𝑓𝑖

𝑁𝑁−1

𝑖=2

 

=
1

2
∑ (𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖 )(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

𝑁𝑁−1

𝑖=1

 

N, NN=N+1 ; Nombre de pas (ou d’intervalles) choisi au préalable. 

 Méthode des rectangles : 

n, Nombre d’intervalles choisi 

𝐼 =∑(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

=
𝑥𝑛+1 − 𝑥1

𝑛
∑𝑓 [𝑥1 + (𝑖 − 1)

𝑥𝑛+1 − 𝑥1
𝑛

]

𝑛

𝑖=1

 

 

 

Symbols FORTRAN: 

A           ;   x1 

B           ; xn+1 

N           ; n 

H           ; h 

SɸM      ; I 

F(x)       ; f(x): définie par un sous-programme du type FUNCTIØN dont le nom est F. 

Exemple : 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥       , {
𝑥1 = 0
𝑥𝑛+1 = 1
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[
𝑛 = 50

ℎ =
𝑥𝑛+1 − 𝑥1

𝑛
= 0,02

 

On remarque la faible précision du résultat : l’intervalle [0 1] étant divisé en 50 sous-intervalles, on 

obtient au lieu de 1.71828. (voir plus loin l’intégration d’une fonction par la méthode des trapèzes). 

Organigramme  

 

 

 

 

 

 

 

 

       

 

            

 

 

 

 

 

 

 

Sous-programme F(x) 

 

 

 

 

 

 

C  

C                                                 INTEGRATIØN D’UNE FØNCTIØN 

C                                                    METHODE DES RECTANGLES 

C 

Début 

Lecture des données 

A, B, N 

SɸM= 0 

H=(B-A)/N 

I=1 

SɸM= SɸM+F (A+ (I-1))*H 

 

I < N 

I=I+1 

SɸM=H* SɸM 

Impression de N, A, 

B, SɸM 

FIN F=EXP(X) 

RETURN

E 
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C                                                  LECTURE DES DØNNES 

C 

                                       RESD (5,1) A, B, N 

1 FØRMAT (2 E12.5, I3) 

C                                             INITIALISATIØN 

                                    SɸM=0 

                                    H= (B-A)/N 

C                                            INTEGRATIØN 

                                   DØ   2     I=1, N 

                                   SɸM= SɸM+F (A+ (I-1)*H) 

2 CØNTINUE 

SɸM=H* SɸM 

C                                            IMPRESSIØN DES RESULTATS 

                                   WRITE (5, 3) N, A, B, SɸM 

3 FØRMAT(1H1,I3,13H INTERVALLES ,4H INF=E15.5 ,5H 

1 SUP=E15.5, 11H INTEGRALE=E15.5 

STØP 

END 

C 

                                       FUNCTIØN F(X) 

C                                                   DEFINITIØN DE LA FØNCTIØN 

                                  F=EXP(X) 

                                  RETURN 

                                  END 

 

 

 

 

 

 

 Méthode des rectangles améliorée : 

𝐼 =
1

2
[(𝑥2 − 𝑥1)𝑓1 + (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)𝑓𝑛+1] +

1

2
∑(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)𝑓𝑖

𝑛

𝑖=2

 

=
ℎ

2
[𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥𝑛+1)] +

1

2
∑2ℎ𝑓𝑖

𝑛

𝑖=2

 

=
ℎ

2
[[𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥𝑛+1)] + 2∑𝑓(𝑥1 + 𝑖ℎ)

𝑛

𝑖=1

] 

 Méthode des trapèzes :  

Pour dx=dh suffisamment petit, dI peut-être calculée par la formule suivant : 

𝑑𝐼 =
𝑓(𝑥𝑖+1) + 𝑓(𝑥𝑖)

2
. 𝑑ℎ 
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Et, l’air I peut-être définie comme étant égale à la somme des aires partielles dI.        

D’où : 

𝐼 =
1

2
[∑(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)(𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖)

𝑛

𝑖=1

] 

=
1

2
∑[(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖 + (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓𝑖+1]

𝑛

𝑖=1

 

=
1

2
[(𝑥2 − 𝑥1)𝑓1 + (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)𝑓𝑛+1] +

1

2
∑(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)𝑓𝑖

𝑛

𝑖=2

 

=
ℎ

2
[[𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥𝑛+1)] + 2∑𝑓(𝑥1 + 𝑖ℎ)

𝑛

𝑖=1

]  → 𝑀é𝑡ℎ𝑜𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑎𝑚é𝑙𝑖𝑜𝑟é𝑒  

Symboles FORTRAN:  

DH                   pas d’intégration dh (aussi petit que possible). 

d SɸM             air partielle dI. 

SɸM                valeur de l’intégral I. 

Y1                    valeur de fi. 

Y2                    valeur de fi+1. 

N                     nombre d’intervalles (ou de pas) choisi. 

F(x)                f(x) : définie par un sous-programme du type FUNCTIØN dont le nom est F. 

 Exemple : 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥               ,          {
𝑥1 = 0
𝑥2 = 1

 

𝑑𝑥 = 𝑑ℎ = 10−3 

Ainsi, avec la méthode des trapèzes (ou méthode des rectangles améliorée),on obtient……,et la 

précision du résultat est excellent. 

 

 

 

 

 

 

 

  



53 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                        NØN 

ØUI 

 

 

 

 

 

Sous-programme F(x) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Début 

Lire DH, N 

EXTERNALE 

X=0 

SɸM 

Y1=F(x) 

 

X= x + DH 

Y2= F(x) 

SɸM  = (Y1+Y2)*DH/2 

SɸM  = SɸM  +D SɸM 

Y1=Y2 

X > N+1 

Impression de SɸM 

FIN 

F = EXP(x) 

RETURN 
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C 

C                                                 INTEGRATIØN D’UNE FØNCYIØN 

C                                                      METHØDE DES TRAPEZES 

C 

C                   F(X) = FØNCTIØN A INTEGRER ENTRE 0 ET 1 

C                   SI DH EST PETIT, ØN A DSɸM = F(X (I+1) +F(X(Y))*DH/2  

C 

                                     EXTERNAL F                    EXTERNAL F 

                                     DH = 1.E-3                          READ (5, 1) A, B, N 

                                     N=1000                         1     FØRMAT (2E12.5, I4) 

                                     X=0                                     SɸM=0 

                                     SɸM=0                                DH = (B-A)/N 

                                    NN=N+1                            NN = N+1 

                               2   Y1 = F(X)                    2    Y1 = F(X) 

                                    X = X+DH 

                                   Y2 = F(X) 

                                   D SɸM+ (Y1+Y2)*DH/2 

                                   SɸM= SɸM+D SɸM 

                                   TF (X. LT. NN) G Ø T Ø 1 

                                   Y1 = Y2 

                                   G Ø T Ø 2 

                              1    WRITE (5,3)  

                              3    FØRMAT (17H INTERVAALLE EGALE A, E14.6)  

                                    STØP 

                                    END 

C 

C                              DEFINITIØN DE LA FØNCTIØN A INTEGRE  

C 

                                   FUNCTIØN F (ARG) 

                                   F=EXP (ARG) 

                                   RETURN 

                                   END 
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